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II1. PRINCIPES FONDAMENTAUX DE LA
THEORIE DES FONCTIONS.

Expost, p'aprés L'ARTICLE ALLEMAND DE A. PRINGSHEIM (xumics),
»ar J. MOLK (Naxcy).

L. Apercu historique.

1. Origine de la notion de fonetion). Llorigine de la notion
de fonction d’'une ou de plusieurs variables remonte au 17ieme siecle;
elle se rattache & la découverte, faite par R. Descartes?) et P.de Fermat?®),
d'une méthode permettant de résoudre par lalgdhre les problimes de
la géométrie.

En géométrie plane, cette méthode repose sur la représentation,
dont on trouve déja des traces chez les Grees*), de chaque point
du plan par deux nombres réels pris dans un ordre déterminé, aux-
quels on a donné le nom de coordomnées du point. Si I'on trace, dans
le plan, deux axes rectangulaires 0X, OY, Yabscisse z et Vordonnée y

1) Voir & ce sujet M. Cantor, Vorles. Gesch. Math. (2° éd.) 3, Leipzig 1901,
. 215, 242, 256; ,Interméd. math. 3 (1896), p. 22; P. Tannery, id. 7 (1900), p. 52
[Question 539]; G. Knestrom, Bibl. muth. (3) 2 (1901), p. 150.* Voir aussi
H. Hankel, Math. Ann. 20 (1882), p. 63/70; A. Brill ot M. Nither, Jahresb.
deutsch. Math.-Ver. 3 (1892/8), éd. Berlin 1894, p. 127, 140.

2) Géométrie, Leyde 1637; (Buvres, éd. Ch. Adam et P. Tannery 6, Paris
1902, p. 169/485.

3) Ad locos planos et solidos isagoge, ms. publié par son fils Samuel de
Fermat, Varia Opera math., Toulouse 1679, p. 1; Buvres, éd. Ch. Henry et
P. Tannery 1, Paris 1891, p. 91; trad, par P. Zannery, Tntroduction aux lieux
plans et solides, (Buvres 3, Paris 1896, p. 85.

«Ce mémoire a 6t6 1édigé et méme, d'aprés I, Eloge de Monsieur de Fer-
mat {J. des gavants 1665, p. 45], ,avait esté veu devant que M. des Cartes eut
rien publié sur ce sujet. Une lettre de P. de Fermat & Giles Personier (dit Rober-
val) datée du 22 septembre 1636 [(Buvres 2, Paris 1894, p. 74] semble d'ailleurs
établir la priorité de P. de Fermat.*

4) ,Cf H. G. Zeuthen, Overs. Selsk. Forhandl. Ksbenh. (Bulletin Acad. Copen-
hague), 1888, p. 127/44 [1887].%



2 A. Pringsheim. 11 1. Principes de la théorie des fonctions. J. Molk.

d’un point P du plan sont ses coordonnées usuelles que I'on désigne
souvent sous le nom de ,coordonnées cartésiennes rectangulaires du
point P; elles déterminent sans ambiguité la position du point P
dans le plan. Une courbe plane quelconque (C), pouvant étre envi-
sagée comme un ensemble de points P, est alors représentée par un
ensemble de paires de nombres réels (z, y). Si, dans cet ensemble, on
fixe arbitrairement I'une des deux coordonnées, I'abscisse z par exemple,
celles des paires de nombres réels (z, ¥,), (2, #;), . .. de l'ensemble
ol figure cette valeur de z définissent des valeurs y;, ¥, ... de
P'ordonnée y qui correspondent & la valeur fixée de Iabscisse z sur la
courbe (C).

On exprime la dépendance de l'abscisse variable z dans laquelle
la courbe (C) met ainsi l'ordonnée variable y, en disant que y est
fonction de la variable indépendante z.

JPour les courbes planes usuelles, définies par une propriété géo-
métrique ou cinématique, cette dépendance gexprime soit par une
relation algébrique entre « et y, soit par une relation dans laquelle
interviennent les fonctions trigonométriques ou exponentielles ou encore
leurs inverses®).

Comme cette relation permet de calculer, avec une approximation
aussi grande que lon veut, sans faire intervenir la représentation
géométrique de la courbe, les valeurs de y qui correspondent & cha-
que valeur de z, on a été bientdt amené, par amalogie, a envisager
plus généralement une quantité varisble gquelconque y comme une
fonction d’une autre quantité variable « lorsque y est formée au moyen
de z & I'aide d’une suite quelconque donnée d'opérations connues, et
3 étudier la fagon dont se modifient les valeurs des fonctions y ainsi
définies quand on fait varier arbitrairement la variable indépendante .

La méthode des coordonnées appliquée & des problemes de géo-
métrie dans lespace aurait pu, de méme, donner naissance & la notion
de fonction de deus variables indépendamtes. En réalité les premiéres
traces de la notion de fonction de deux variables indépendantes se

5) ,On a pendant longtemps distingué les courbes en géométriques et en

,mechaniques* [voir par ex. P. Varignon, Hist. Acad. ac. Paris 1704, H. p. 115}
d e et

suivant que le rapport % ou seulement le rapport Ti est ,réglé”, c'est-a-dire
exprimable en nombres (su sens douné & ce mot par P. Varignon et ses con-
temporains). Les sections coniques étaient ainsi envisagées comme des courbes
géométriques, la cycloide comme une courbe mechanique.*

6) ,Voir par ox. G. W. Leibniz, Acta Ernd. Lps. 1684, p. 467; Werke,
éd. C. I Gerhardt, Math. Schr. 5, Halle 1858, p. 220; I. Newton, Philos. natu-
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solution de certains problemes de géométrie plane ot figure un
parambtre arbitraire, comme le probleme des trajectoires orthogonales”).

Cette notion s'étend de méme au cas de fonctions dun nombre
quelcongue de variables indépendantes.

Jusque vers la fin du 17%®e gjecle, le besoin d'un terme spéeial
pour désigner les ,fonctions“®) d'une ou de plusieurs variables ne
west pas fait sentir; cette notion étant toujours revétue d'un caractére
nettement géométrique, il suffisait, pour les fonctions d’une variable
par exemple, de parler de l'ordomnée d’'une courbe correspondant &
une abscisse donnée.*
ralis principia math., Londres 1687 (livre 2, lemme 2), p. 260; trad. par G. E.
de Breteuil (marquise du Chastelet) 1, Paris 1759, p. 260; Opera, éd. S. Horsley 2,
Londres 1779, p. 278; et Jean Bernoulli, Acta Erud. Lps. 1697, p. 128; Opers 1,
Lausanne et Genéve 1742, p. 183.*

7) ,Voir déja par ex. la lettre de G. W. Leibniz & Jean Bernoulli, datée

du 6/16 décembre 1694; Werke, éd. C. I Gerhardt, Math. Schr. 3, Halle 18556,
p. 167 (Texte et notes 6 et 7 de G. Enestrom).*
8) D'aprés Jean (l¢ Rond) &’ Alembert, les anciens analystes appelaient
i d'une q ité quelconque x les difiérentes puissances de cette quantité.
Voir & ce sujet: Encyclopédie ou Dieti ire rai 7, Paris 1757, p. 50;
Encyclopédie méthodique, math, 2, Paris et Liége 1786, p. 78; voir aussi J. L.
Lagrange, Théorie des fonctions analytiques, Paris an V, p. 2; (Euvres 9, Paris
1881, p. 15; S. F. Lacroiz, Traité du calcul différentiel et du calcul intégral 1,
Paris an VIII, p. 1; (2° éd.) 1, Paris 1810, p. 1; ,A. A. Cournot, Traité élémen-
taire de la théorie des fonctions, Paris 1857, p. 1.*

Cette affirmation de J. d’ Alembert est sans doute inexacte.

J1 est cependant possible que J. d’Alembert ait traduit par ,fonction“ le
mot latin ,,dignitas* dont s'étaient effectivement servis les anciens analystes, par
ex. N. Tartaglia [General trattato di numeri et misure 2, Venise 15566, livre II
fol. 24®, livre IX fol. 138®; id. 6, Venise 1560, fol. 17; trad. G. Gosselin, Paris
1678] et R. Bombelli [L'Algebra, Bologne 1672, p. 1] pour désiguer le produit de
plus de deux facteurs égaux [cf. M. Cantor, Vorles. Gesch. Math. (2° éd.) 2, Leipazig
1900, p. 624, 623, 626); il faut d’ailieurs remarquer que les mots ,dignité" et
»fonction® étaient synonymes au 164 gizcle.*

D'aprés G. Enestrom [Archiv Math. Phys. (3) 3 (1902), p. 319], J. d’dlembert
a simplement voulu dire que les seules fonctions dont les analystes se soient
d'abord occupés étaient les puissances de la variable [voir G. W. Leibniz, Historia
et origo caleuli differentislis (mém. posth.); Werke, éd. C. I. Gerhardt, Math, Schr.
5, Halle 1858, p. 394: ,cum antea non sliae foerint adhibitae functiones quan-
titatum, quam . . . potentiae et radices“; cf. Jacques Bernoulli, Acta Erud. Lps.
1697, p. 214; Opera 2, Gendve 1744, p. 775] et l'on peut avancer que J.d’Alembert
ne g'est vraisemblablement pas souncié de rechercher si les anciens analyates ont
effectivement employé le mot ,fonction®, on non.

1 n'est peut-dtre pas sans intérét de remarquer que A. Girard désignait
en 1629 [Invention nouvelle en 1'Algébre, Amsterdam 1629; réédité par D. Bicrens
de Haan, Leyde 1884, sign. E,°, E,*] par faction ce que nous appelons au-
jourd'hui ,fonction symétrique élémentaire™.*

"
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,Dans sa ,Methodus fluxionum® rédigée des 1671, mais publiée
seulement en 1736, I Newlon fait usage®) de la locution Hrelata
quantitas“ & peu pres dans le sems de ,fonction®. Dans ses »Prin-
cipes, il désigne'®) les fonctions sous le nom de ,genitae®.

Quelques années plus tard, G. W. Leibniz™") emploie dans le
méme sens la locution ,quantitas formata® suivie de Vindication de la
variable indépendante, tandis que Jean Bernoulli'®) fait encore usage
pour le méme objet d'une longue transcription.*

Dés 1692, G. W. Leibniz™®) a fait usage du mot ,fonction® dans

un sens se rapprochant de celui que mous Iui donnons.

9) ,Methodus fluxionum et serierum infinitarum, écrit en latin en 1671,
imprimé en anglais Londres 1736; Opuscula, éd. J. Castillon 1, Lausanne et
Genéve 1744, opusc. II, p. 65. 1. Newton distingue entre ,relata quantitas“ et
wCorrelata quantitas*; on pourrait traduire par ,variable dépendantet et wyariable
indépendante«.*

10) , 1. Newton, Philos. naturalis principia math.), (livre 2, lemme 2), p. 250;
Opera 2, Londres 1779, p. 277. L'expression A*B*C? (ou 4, B, C désignent des
variables indépendantes) est appelée ,genita‘,*

11) ,Lettre de G. W. Leibniz a Jean Bernowlli datée du 7 juin 1694
[G. W. Leibniz, Werke, éd. C. I. Gerhardt, Math, Schr. 3, Halle 1855/6, p. 143;
of. id. p. 464: ,BC datur per z et a“].*

12) Lettre de Jean Bernoulli i G- W. Leibniz datée dn 9 mai 1694 (6. w.
Leibniz, Werke, 6d. C. I. Gerhardt, Math. Schr. 3, Halle 1855/6, p. 139]. Le fait

que 'équation = yf ay +he dy a lieu est exprimé par la phrase: ,z =
T d z, da, ¥

multiplicato vel diviso per quantitatem aliquam, rationalem sive irrationalem,
quomodocumque compositam ex differentialibus d et dy, plus constante multipli-
cata vel divisa per quantitatem, si vis, aliter compositam ex differentialibug da:
et dy* (Texte et notes 9 & 12 de G. Enestrom).*

13) Avant 1698, G. W. Leibniz désignait habituellement par fonction une
ligne dont la longueur dépend de la position d'un point sur une courbo donnée
[voir par ex. Acta Erud. Lps. 1692, p. 170; Werke, éd. ¢, I. Gerhardt, Math.
Schr. 5, Halle 1858, p. 268: ,,. .. ipsa recta tangens, vel aliae nonnullae func-
tiones ab ea [curva] pendentes, . .. voir aussi: Acta Erud. Lps, 1694, p. 816; Le
journal des s¢avans pour 1694, p. 853; Werke, éd. C. I. Gerhardt, Math. Schr. 5,
p. 307: ,j'appelle fomciions toutes les portions des lignes droites qu'on fait en
menant des droites indéfinies qui répondent au point fixe eb aux points de la
courbe; comme sont abscisse, ordonnée, corde, tangente, perpendiculaire, sous-
tangente, sous-perpendiculaire, resecta ou retranchée par lu tangente, retranchée
par la perpendiculaire, sous-retranchées, sub-resectae a tangente vel perpendiculari,
corresectae, et une infinité d’autres d’une construction plus composée, qu'on se
peut figurert].

LDans une lettre & Chr. Huygens datée du 29 juin 1694, G. W. Leibniz
[Werke, éd. C. I. Gerhardt, Math. Schr. 2, Berlin 1850, P- 186; Der Briefwechsel
von G. W. Leibniz wit Mathematikern, publ. par C. I Gerhardt 1, Berlin 1899,
P. 740; Chr. Huygens, Buvres 10, La Haye 1905, p. 650] s'exprime de la méme
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JEn 1697, Jean Bernowlli't) pour exprimer qu'une ligne PZ
dépend d'une autre ligne PF dit que ,PZ est composée de PF et
de la donnée 4 de quelque fagon qu'on se puisse imaginer” et aussi
que ,PZ est composée comme l'on voudra de PF et de données

Jean Bermoulli toutefois semble étre le premier qui ait fait usage
da mot ,fonction” dans le sens précis qu'il a actuellement; il l'a fait
en 1698, en communiquant & G. W. Leibniz*®) la solution du probleme
des isopérimetres qu'il venait de trouver. Il emploie d'ailleurs aussi
le mot ,fonction dans un mémoire'®) sur le méme probleme, éerit
en frangais en 1701.

Cest & Jean Bernoulli'’) que Von doit aussi la définition des
fonctions d'une grandeur variable comme étant des ,quantits com-
posces de quelque maniére que ce soit de cette grandewr variable of de
constantes”.

L. Euler™®) a donné & cetbe définition un sens plus préeis et, en

fagon.*  Jacques Bernowlli adoptait le mot ,fonction dans ce méme sens [voir
par ex. Acta Erud. Lps. 1694, p. 391; Opera 1, Genéve 1744, p. 618, Voir
aussi: Acta Lrud. Lps. 1698, p. 225; Opera 2, Gendve 1744, p. 788].

JPlus tard, G. W. Leibniz a désigné par le mot ,fonction® non seulement
une fonetion explicite quelconque, mais aussi une quantité qui dépend d'une
autre quantité comme la dérivée d'uve quantité dépend de cette quantité elle-
méme [voir par ex. son mém. posth. ,Historia et origo calouli differentialis‘;
Werke, éd. C. I. Gerhardt, Math. Schr. 5, Halle 1858, p. 408: , et quemadmodum
quantitates hactenus consideratae simpliciter apud Analystas habuerant suas
functiones, nempe potentias et radices, ita jam quantitates ut variantes habere
novas functiones, nempe differentias“] (Note de . Enestrom).*

14) ,Histoire des ouvrages des savants 1697, p. 4562; Opera 1, Lausanne et
Genéve 1742, p. 202. Cing ans plus tard Jean Bernoulli s'exprime encore de
la méme fagon [Hist. Acad. sc. Paris 1702, M. p. 289; Opera 1, p. 393]. Jacques
Bernowlli dit auvssi & la méme époque [Acta Erud. Lps. 1700, p. 261; Opera 2,
Genéve 1744, p. 875] en parlant d'une fonction de & ,quantitas guaecumque
data per z* (Texte et note 14 de G. Enestrom).*

15) Voir I'appendice & la lettre de Jean Bernowlli & (. W. Leibniz, datée
du b juillet 1698; 7. W. Leibniz, Werke, éd, C. I. Gerhardt, Math. Schr. 3,
Halle 1855/6, p. 507: ,earum [applicatarum] quaccunque functiones per alias
applicatas PZ expressae.*

16) Jean Bernoulli [Higt. Acad. sc. Paris 1706, M. p. 235; Opera 1, Lausanne
et Gentve 1742, p. 424] y parle de ,fonctions quelconques des appliquées ex-
primées par d’autres appliquées (c'est-a-dire ,,ordonnées).

17) Acta Erud. Lps. 1718, p. 16; Hist. Acad. sc. Paris 1718, M. p.106; Opera
2, Lausanne et Gendve 1742, p. 241. Cf. note 14.

18) Functio quantitatis variabilis, est expressio analytica guomodocunque
composita ex illa quantitate variabili, et numeris seu guantitatibus constantibust
[Introd.**) 1, p. 4; trad. J. B. Labey 1, p. 2].
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apparence, plus restreint en y remplagant le mot ,guantitc“ par la
locution ,expression analytique”.

A. C. Clairaut™) et L. Euler™) ont, les prewiers, désigné les fonc-
tions d'une variable par des lettres placées devant la variable, comme
on le fait encore anjourd’hui.

2. Classification des fonctions d’aprés Euler. L/, Introduction a
l'analyse infinitésimale” de,L. Euler®) contient une étude systématique
des fonctions élémentaires. La classification des fonctions qui y est
adoptée repose essentiellement sur le mode de formation des fonctions
au moyen des variables indépendantes. A ce point de vue on distingue
les fonctions en algebriques et tr dantes, en explicites et implicit
en uniformes (univoques) et multiformes (plurivogues).

Quand deux variables 2 et y sont lides par une éguation algé-
brique de la forme?®)

p=my=n
(®) Za, a0y =0,
£=0 3=0

ot m et n sont des nombres naturels quelconques donnés et od les
coefficients @, , sont des constantes données, chacune des deux va-
riables est une fonction algébrigue de l'autre.

Les fonctions rationnelles de x sont, & ce point de vue, les fonc-
tions algébriques de x correspondant dans l'équation (x) au cas on
n—1. Et parmi ces fonctions, les fonctions rationnelles entiéres de o

19) A. C. Clairaut [Hist. Acad. sc. Paris 1734, M. p. 197] se sert de différents
signes comme
Iz, ®x, Az, ete.

pour exprimer différentes fonctions en général.

20) L. Euler [Additamentum ad dissertationem de infinitis curvis, Comm.
Acad. Petrop. 7 (1734/b), éd. 1740, p. 187 de la seconde pagination (dans ce volume
les pages 181 & 189 sont marquées deux fois) et p. 190] emploie les symboles

rL, reta, r(5+0),

pour désigner des fonctions quelconques des variables 2—‘ z+a, —z—+ b,

G. W. Lesbniz ot Jean Bermoulli faisaient encore usage de symboles plus

eomph’qués, ou parfois de la majuscule X, pour désigner une fonction de la variable

x [voir & ce sujet, M. Cantor, Vorles.") 3, p. 216; G. Enestrém, Bibl. math. (2) 5
(1891), p. 89].

21) Introductio in analysin infinitorum (en deux volumes), Lausanne 1748;
trad. J. B. Labey, Tntroduction & l'analyse infinitésimale 1, Paris an IV; 2, Paris
an V.

22) Introd.*") 1, p. 5; trad. J. B. Labey 1, p. 4.
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sont celles pour lesquelles on a, en outre,
"1,1=ai,1="'=a’m,1=0;
en sorte que le coefficient de y se réduit & une constante.

Lorsque y est formée au moyen d'un nombre fini de sommes,
différences, produits, quotients ou radicaux a indices entiers, portant
sur la variable #, on dit que y est une fonction algébrique explicite
de z. Lorsque y est liée & z par une équation algébrique qui m'est
pas résolue par rapport i y (méme dams le cas déja expressément
mentionné par L. Euler od cette équation n'est pas résoluble par
radicaux) on dit que y est une fonction algébrique implicite de z.

Une fonction y de x est dite transcendante®) lorsque, pour for-
mer L'expression qui sert & la définir, il est nécessaire d’effectuer sur
z des opérations transcendantes, c'est-a-dire, d'aprés L. Euler, de prendre
des logarithmes, d'élever & des puissances irrationnelles, ou encore d’ef-
fectuer des intégrations autres que celles qui fournissent des fonctions
algébriques de 2.

Lorsqui chaque valeur déterminée de x me correspond qu'une
seule valeur de y, L. Fuler dit que y est une fonction wuniforme®)
de x; dans le cas contraire y est une fonction multiforme de .

En envisageant des fonctions implicites d'une variable, L. Euler
a notablement étendu la notion de fonction. De plus, la distinction,
qui lui est due, des fonctions en fonctions wniformes et fonctions
multiformes est capitale.

Mais sa maniére de définir les fonctions framscendanfes est trop
vague et trop incomplete pour avoir pu étre maintenue. La seule
définition générale que V'on puisse donnmer de la transcendance d’une
fonetion est de dire qu'une fonction est transcendante dans un inter-

23) Jean Bernowlli {Acta Erud. Lps. 1724, p. 366; Opera 2, Lausanne et
Genéve 1742, p. 591; Hist. Acad. sc. Paris 1730, M. p. 78; Opera 3, Lausanne
et Genive 1742, p. 174] distinguait entre plusieurs ,degrés* de transcendance;
le premier de ces degrés était formé par les intégrales des fonctions algébriques.
G. W. Leibniz [Acta Erud. Lps. 1686, p. 204; Werke, éd. C. I Gerhardt, Math.
Schr. 5 Halle 1858, p 298] disait que les problemes qui ,,omnem aequationem
algeb tr b duisent 3 des ,quantitates transcendentes. Il
appelait parfois ,interscendentes les polynomes dont les termes sont des puis-
sances irrationnelles de la variable multiplices par des coustantes [Acta Erud.
Lps. 1703, p. 20; Werke, éd. C. I. Gerhardt, Math. Schr. 5, Halle 1858, p. 361.
(Note de G. Loria).™

24) Introd.??) 1, p. 7; trad. J. B. Labey 1, p. 6.* On falt encore aujourd'hui
bien souvent usage de cucte d inati Il faut itre que le
mot ,,uniforme* ne rend guére l'idée que l'on veut exprimer; le mot ,univoque*
l'exprime micux. Au lieu de ,multiforme* mieux vaut dire ,plurivogue®.*
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valle donné lorsque, dans cet intervalle, elle n'est pas algébrique.
Il semble tout a fait impossible de remplacer cette définition de
caractére négatif par une définition de caractire positif en essayant
de caractériser les fonctions transcendantes par les propriétés des
expressions analytiques qui, pour L. Euler, leur servent de définitions.

Cela ressort déja clairement de ce quiil ecxiste des expressions
analytiques au sens d'Euler qui, suivant lintervalle dans lequel on
envisage la variable , sont tour 2 tour algébriques ou transcendantes?)
(ef. n° 3).

Comme on constate en outre que certaines expressions obtenues
en répétant un nombre infini de fois les quatre opérations de larith-
métique élémentaire définissent cependant des fonctions algébrigues®
explicites et méme parfois des fonctions rationnelles®), il est d’autre
part tout & fait indispensable de démontrer, dans chaque cas parti-
culier, qu'une expression analytique qui n'est pas formée au moyen
d'un npombre fini de ces opérations élémentaires effectudes sur une
variable , est effectivement une fonction transcendante®), cest-a-dire
non algébrique, de cefte variable z.

On ne posséde qu'un petit nombre de critires généraux permettant
de reconnaitre immédiatement si une expression analytique donnée est
algébrique ou transcendante. Nous citerons ici les deux suivants:

1°) Dans les éléments de la théorie des fonctions analytiques®)

95) Exemple: $i I'on pose

fin)=lim T Flog @) 41

+oo a1
on a

f(z) = log (#% 4+ 1 pour j@| <1

flx)= pour =1

f(@) = 2* pour |z >>1,

26) Exemple:

, 1at 1.3g% e
v=t g vy teas oo —lvidE

pour —1 g & é 1.

27) Exemple:
Y=+ +e)(+ah
pour | x| < 1.

28) Il faut, par exemple, démontrer que I'expression

y=a"?

R e R R T

n'est pas algébrique.
29) Cf. n° 8, et voir aussi l'article de VEncyclopédie sur la théoric des
fonctions d’une variable complexe.
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on démontre que chaque série entidre partout convergente (pour z fini)
L T N R A EERUI
a pour somme unc fonction transcendante de z. Le méme théordme
a d’ailleurs lien pour les produits infinis, uniformément convergents,
de facteurs linéaires et, éventuellement, de facteurs exponentiels.
2°) G. Fisenstein®) a énoncé et H. . Heine™) a, le premier, dé-

montré que toute série entidre i coefficients rationnels
Gt ar+aut+ o

a pour somme une fonction #ranscendante de x quand il nexiste au-
cun entier k tel quen remplagant @ par kz tous les coefficicnts de z
dans la série entiére transformée soient des mombres entiers %),

D'autre part, quand on compare entre elles les différentes défini-
tions que l'on peut donner d’une fonetion & Paide d'une expression
analytique quelconque, on sapergoit aisément que ce sont seulement
des fonctions rationnelles que l'on est en droit, a priori, de dire
que la valeur qu'elles prennent pour ume valeur déterminde de la
variable peut toujours étre obtenue au moyen d'un nombre fini d’addi-
tions, de soustractions, de multiplications ou de divisions®); pour les

30) Ber. Akad. Berlin 1852, p. 441,

31) J. reine angew. Math. 45 (1858), p. 285; 48 (1854), p. 267; voir aussi
H. E. Heine, Handbuch der Kugelfunktionen, (2¢ éd.) 1, Berlin 1878, p. 50.

Ch. Hermite [Proc. London math. Soc. (1) 7 (1875/8), p. 173; (Euvres 3,
en préparation; voir aussi: Cours antographié fac. sc. Paris, rédigé par H. Andoyer,
(4° éd.) Paris 1891, p. 195] a donné une autre démonstration du méme théoréme.

F. G. Teizeira [Archiv Math. Phys. (2) 3 (1886), p. 816; Apn. Ec. Norm.
(3) 3 (1886), p. 389] démontre un théortme un peu plus général.

L. Kinigsberger [J. reine angew. Math. 130 (1905), p. 259] et R. Schwarz
[Der Eisensteinsche Sats, Diss. Tubingue 1908] démontrent le théoréme on I'éten-
dant aussi aux séries procédant suivant des puissances fractionnaires de la
variable.

H. von Kock [Arch. mat. astron. och fys. (Stockholm) 1 (1904/5), p. 627,
647] cherche & préciser les conditions qui, d'aprés le théordme d'Eisenstein, sont
nécessaires pour que la somme d'une série entitre représente une fonction algé-
brique.

32) De cotte proposition on conclut, entre autres, que I'expression

2t xt

y=7 -y

envisagée pour || X1 et qui définit alors, pour ces valeurs de x, la fonetion
y = log (14-z%,

n'est pas algébrique.

33) On supposo ici évidemment que les régles concernant 1'addition, la
soustraction, la multiplication et la division des nombres rationnels soient éten-
ducs aux nombres irrationnels (cf. note 75).
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fonctions qui me sont pas rationmelles, on ne peut en général™), par
ce méme procédé, obtenir qu'approzimativement la valeur que prend
une fonction pour une valeur déterminée de la variable; pour obtenir
exactement cette valeur il faut effectuer un passage & la limite™).

3. Notion générale de fonction. Clest en étudiant le probleme
des cordes vibrantes que les géométres du 18“=" sitcle ont été amenés
& généraliser la notion de fonction®). (J. le Rond) & Alembert®) avait,
le premier, abordé la solution de ce probleme ,qui se ramene & l'inté-
gration de équation sux dérivées partielles

ot i

gcy' = giy'
(o2 « est unme comstante), et en avait donné une solution contenant
déja deux®) fonctions arbitraires soumises 3 certaines restrictions®);*
L. Euler®) Vavait suivi de prés ef, en cherchant a obtenir toutes les
solutions de Péquation aux dérivées partielles, avait été conduit, dans
un exposé des recherches de J. d"Alembert, & introduire des fonctions
qui dépendent de la variable comme Pordonnée dun point d'une ligne
plane, tracée graphiquement d’une fagon tout & fait arbitraire, dépend
de l'abscisse de ce point.

Quelques années plus tard, Daniel Bernoulli*t), reprenant & son

34) Pour certaines valeurs particulidres de 1a variable indépendante, on peut
parfois calculer exactement la valeur correspondante d'une fonction non ration-
pelle donnée. Il en est ainsi, par exemple, pour la fonction y =Yz et les va-
Jeurs de x égales au carré d'un nombre rationnel. Il en est de méme pour la
fonction y = 2% et x entier.

36) ,On obtient ainsi des algorithmes illimités parmi lesquels les séries,
les produits infinis, les fracti ti infinies et les déterminants infinis
ont fait l'objet de nombreuses recherches qui sont exposés dans d'autres articles
de I'Encyclopédie.*

36) Pour tout ce qui concerne cette question, voir H. Burkhardt, Jahresh.
deutsch. Math.-Ver. 10 (1901/8), p. 10/47, 62/6, 70/1 [1901].

37) Recherches sur la courbe que forme une corde tendue mise en vibration
[Hist. Acad. Berlin 8 (1747), éd. 1749, p. 214/49]. ,Voir aussi Hist. Acad. Berlin
6 (1750), éd. 1752, p. 335."

38) Cf. H. Burlhardt, Jahresb. deutsch. Math.-Ver. 10* (1901/8), p. 11, 12 [1901].

39) Pour plus de détails, consulter B. Riemann, Uber die Darstellbarkeit
oiner Funktion durch cine trigonometrische Reihe (Habilitationsschrift, Gottingue
1854); Abh. Gea. Gott. 13 (1866/7), éd. 1868, math. p. 90; Werke, (2¢ éd) publ.
par H. Weber, Leipzig 1892, p. 2293 trad. L. Laugel, Paris 1898, p. 228; ,voir
aussi M. Cantor, Vorles.") 3, p. 900/7.%

40) Nova Acta Erud. Lps. 1749, p. 512; Sur la vibration des cordes [Hist.
Acad. Berlin 4 (1748), éd. 17560, p. 69/86].

41) Réflexions ot éclaircissements sur les mouvelles vibrations des cordes
exposées dans les mémoires de Tacadémie de 1747 et 1748 [Hist. Acad. Berlin

8. Notion générale de fonction. 11

tour le méme probleme, prétendit qw'on peut, dans tous les cas, satis-
faire & I'équation différentielle et aux conditions & la limite au moyen
d'une série trigonométrique convenablement choisie.

En comparant la solution de Daniel Bernoulli & celle qu'avait
donnée L. Euler, on était naturellement amené & conclure que toute
fonetion définie graphiquement (cf. n° 5) au moyen d'une ligne tracée
dans un plan d'une fagon tout & fait arbitraire peut étre repré-
sentée par une série trigonométrique; il devait donc, en particulier,
en &tre ainsi pour une ligne formée d'srcs de courbes élémentaires
distinets??) simplement juxtaposés. Or cette conelusion répugnait aux
géomatres du 18%=° siecle’s). On préféra done admetire que la
solution de Daniel Bernoulli n’avait -sans doute pas le méme caractere
de généralité que celle de L. Euler*t).

Pendant prés d'un demi-siécle on n'admit méme pas que la pro-
position, de portée bien plus restreinte cependant, d’aprés laquelle
toute expression analytique (formée & Yaide d’un algorithme connu)
peut 8tre représentée par une série trigonométrique, fat vraisemblable.
Seul J. L. Lagrange*®) essaya, sans y parvenir dailleurs, de démontrer
cette proposition.

Quant sux fonctions qui ne sont déterminées que graphiquement,

J. L. Lagrange lui-méme ne cherche & les représenter analytiquement
que d'une fagon approchée*®).
9 (1753), éd. 1765, p. 147/72]. Sur le mél de plusi espices de
qui peuvent exister dans un méme systtme de corps [id. p. 173/95). JMémoire
sur les vibrations des cordes d'une épaisseur inégale [Hist. Acad. Berlin 21
(1765), éd. 1767, p. 281/306].*

49) Ces courbes qui, dans des intervalles distincts, sont définies par des
expressions algébriques ou tr dantes él tai distinctes, sont désig
par L. Euler [Totrod. ¥ 2, p.6; trad. J. B. Labey 2, p- 4] sous le nom de courbes
discontinues, ou mixtes, ou irrégulitres. On peut d'ailleurs roprésenter ces
courbes mixtes par des expressions bien plus simples que ne le sont les scries
de Fourier [cf. notes 25, 53 et I 4, 20 note 168].

43) ,Voir per ex. J. d'Alembert, Opusc. math. 1, Paris 1761, p. 32, 64;
4, Paris 1768, p. 175; Hist. Acad. Berlin 19 (1763), éd. 1770, p. 235/17 (extraits
de différentes lettres de J. d’Alembert & J. L. Lagrange, datées de juin 1769).%

44) Cf. L. Euler, Remarques sur les mémoires précédents*?) de D. Bernoulli
{Hist. Acad. Berlin 9 (1753), éd. 1755, p. 196/222); ,Sur le mouvement d'une
corde qui au commencement n's 6t6 ébranlée que dans une partie [Hist. Acad.
Berlin 21 (1763), éd. 1767, p. 307/34).* Pour plus de détails, voir H. Buwrkhardt,
Jahresb. deutsch. Math.-Ver. 10 {1901/8), p. 20/4 [1901].

45) Misc. Taurinensia (Mélanges de philos. et de math.) 3 (1762/5), éd. 1766,
math, p. 221; uvres 1, Paris 1867, p. 514. Cf. H. Burkhardi, Jahresb. deutsch.
Math.-Ver. 102 (1901;8), p. 50, en partic. la note 228 [1901].

46) Misc. Taurinensia (Mélanges de philos. et de math.) 3 (1762/3), ¢d. 1766.

N
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J-B. J. Fourier") gengagea dans une voie mouvelle en déter-
minant les coefficients de la série trigonométrique au moyen d'inté-
grales définies*®) portant sur la fonction donnée et en observant que,
dans tous les cas alors envisagés, ces intégrales ont un sens déterming.
J-B. J. Fourier en conclut et osa le premier affirmer que foute fonction
d’une variable pent étre représentée, dans un intervalle fini, par une
série trigonométrigue.

LCette conclusion, quoique n’étant pas rigoureuse, fub cependant
admise par la plupart de ses contemporains comme exprimant un
fait exact, sans doute parce qu'elle était, dans chaque cas particulier,
susceptible d'une vérification numérique; on donna méme, sans hésiter,
le nom de série de Fourier & la scrie trigonométrique ainsi forméed®)”

Quelques années plus tard, G. Lejeune Dirichlet™), dans un mé-
moire célebre resté un modile de rigueur, démontra la proposition
énoncée par J-B. J. Fourier en précisant les conditions, auxquelles
on a donné le nom de conditions de Dirichlet™), sous lesquelles on
est certain qu'une série trigonométrique, ayant pour coefficients ceux

math. p. 260; avres 1, Paris 1867, p. 552. Voir aussi & ce sujet une remarque *%)
de B. Riemann, Habilitationsschrift*%); Abh. Ges. Gott. 13 (1866/7), éd. 1868
math. p. 98; Werke, (2° éd.) p. 232; trad. p. 231,

47) ,Les premitres recherches de J-B. J. Fourier dans cet ordre diddes
remontent & la fin du 18%@me sidcle;* elles ont 6t6 communiquées & 1'Académie
dey sciences le 21 décembre 1807, dans un mémoire sur la théorie de la chaleur
que Von croyait perdu, mais qui a 6té retronvé [ef. uvres 2, Paris 1890, préface,
p. VII] par G Darboux en 1889; un extrait de quatre pages seulement de ce
wémoire avait ét¢ publié par S. D. Poisson [Bull. Soc. philom. Paris (2) 1 (1807/8),
p. 1125 J-B. J. Fourier, Guvres 2, Paris 1890, p. 216]. Ces recherches sont ex-
posées d'une fagon plus détaillée dans un mémoire couronné par I'Académie
des sciences le 6 janvier 1812 [Mém. Acad. sc. Institut France (2) 4 (1819/20), éd.
1842; voir en partic. p. 281, 326] qu'il 2 ensuite reproduit avec de légéres modi-
fications [Théorie analytique de la chaleur, Paris 1822; voir en partic. chap.
3 section 6; (Euvres 1, Paris 1888, p, 187, 209, 230/1).

48) Dans le cas oii Ia fonction envisagée est définie par une expression
analytique, la détermination par des intégrales définies des coefficients de son
dével t en série tri étrique se trouve déja dans un mémoire de
L. Euler [Nova Acta Acad. Petrop. 11 (1798), éd. 1798, math. p. 114] daté du
26 mai 1777.

49) Voir . Darboux, Note publiée dans J-B. J. Fourier, uvres 1, Paris
1888, p. 208.*

50) J. reine angew. Math. 4 (1829), p. 157; Repertorium der Physik 1,
Berlin 1837, p. 152; Werke 1, Berlin 1889, p. 119, 135,

51) ,Ces conditions seront énoncées dans I'article dun tome 1I de I'Ency-
clopédie consacré aux séries trigonométriques.*

i
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de J-B. J. Fourier, converge et représente, dans un intervalle fini
donné, une fonction arbitrairement fixée.

L'ensemble de ces recherches devait exercer une influence pro-
fonde sur le développement de la notion de fonetion.

La nécessité d’étendre cette notion telle que l'avait congue L. Euler
s'imposait, en effet, & la suite des résultats obtenus par J-B. J. Fourier
et G. Lejeune Dirichlet.

G. Lejeune Dirichlet™) a, le premier, proposé de dire qu'une
quantité y est une fonction (univogue) d’'une quantité z, dans un
intervalle donné

s
aLxLd

quand & chaque valeur attribuée &  dans cet intervalle correspond
une valeur unique et déterminde de y, sans rien spécifier sur la fagon
dont les diverses valeurs de y s'enchainent les unmes aux autres.

Cest 1a bien certainement la notion la plus générale que I'on
puisse donner d’une fonetion (univoque) d’une variable indépendante %%);
.mais, en raison méme de cette généralité, on ne saurait obtenir de

52) Repert. der Physik ) 1, p. 152; Werke 1, p. 135.

8. F. Lacrote [Cale. diff.%), (2°6d.) 1, p. 1] avait déja donné une définition toute
semblable; mais, sur les exemples mémes qu'il cite, on voit bien nettement que
sa définition cst loin d'avoir le caractére général de celle de &. Lejeune Dirichlet.

83) Les développements soit en séries de Fourier, soit en séries analogues
qui seront étudies dans d'autres articles de I'Encyclopédie, sont loin d'atre les
seuls & I'aide desquels on puisse représenter analytiquement les fonctions au
sens de G. Lejeune Dirichlet; ces développements ne fournissent d'ailleurs pas
toujours le moyen le plus simple pour effectuer cette Teprésentation analytique et il
existe méme des catégories trés Stendues de fonctions représentables analytiquement
auxquelles ces dévelopy ne s'appliquent pas. Des p gos 4 la limite four-
nissent, par contre, des expressions assez simples qui conviennent admirablement
pour représenter des fi de nature extré t compliquée. Pour ne citer
qu'un seul exemple, rappelons que G. Lejeune Dirichlet [J. reine angew. Math. 4
11829), p. 169; Werke 1, Berlin 1889, p. 132] avait mentionné une fonction v

pposée £gale & une donnée ¢ pour toutes les valeurs rationnelles de
la variable @ et & une autre constante donnée y pour toutes les valeurs irration-
uelles de x. Comme l'a montré A. Pringshesm (dans D'article de I'édition alle-
mande de 1'Encyclopédie que nous exposons ici), cette fonction peut étre repré-
sentée par 'expression

y=y+{(c—y) lim lim [cos(n! mx)]t".
n=do v=tw

H. Hankel **) et E. Pascal [Esorcizi e note critiche di calcolo infinitesimale,
Milan 1895, p. 2] ont donné des modes de représentation de la méme fonction qui
sont moins simples et moins caractéristiques (cf. n° 19).

Pour la représentation de cortaines classes de fonctions d'un caractire tris
géuéral, voir n°* 9, 18, 19 et 20.
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résultats de quelque étendue, concernant la théorie des fonctions, qu'en
distinguant, parmi toutes les fonctions possibles, certains types déter-
minés caractérisés par un nombre suffisant de proprictds données.
Les problemes posés dans les applications des mathématiques & V'étude
des phénomenes naturels et le désir de systématiser les résultats déja
obtenus concernant les fonctions conmues, en les coordonnant et en
les généralisant, ont presque toujours déterminé le choix des pro-
priétés caractérisant les types de fonctions que l'on a étudiés.”

Dis que l'on edt reconnn que c'est, bien plutdt que la forme de
leurs expressions analytiques, le fait d'avoir des propriétés déterminées
qui caractérise les types de fonetions dont on fait pratiquement usage,
on g'est bien vite aper¢u que la définition due & L. Euler d'une fonc-
tion par une expression analytique demandait, a certains égards, &
stre non pas élargie mais plutdt restreinte.

Cela résulte du fait (mentionné au n° 2 et observé d’abord
dans le cas des séries trigonométriques) qu'une méme expression ana-
Iytique peut représenter dans divers intervalles des fonetions algé-
briques ou transcendantes distinctes tout en étant, au sens de L. Euler,
une seule et méme fonction; une seule et méme fonction au sens de
L. Euler pourrait done, en passant d'un intervalle & un autre, changer
completement de caractere.

D'autre part, la définition des fonctions, au sens restreint du
mot, doit évidemment étre donuée de fagon & permettre de distinguer
sous quelles conditions deux expressions analytiques distinctes, n’ayant
de sens que dans deux intervalles distincis, représentent, ou non, la
méme fonction. Or si Ion admettait comme évident que deux séries
convergentes, définies I'une dans un intervalle a <z < b, Vautre dans
un intervalle ¢ <& < d (oit ¢>), et ayant pour somme la méme
expression algébrique®), représentent une seule et méme fonction de
#, tout ecrittre permettant de reconmaitre si deux expressions analy-
tiques distinctes, définies dans deux intervalles adjacents ou dans deux
intervalles n'ayant aucun point commun, représentent, ou non, la méme
fonetion faisait eompletement défaut.

54) Ainsi la série
¢ 1zf 1.3z
+5— steae

qui converge pour | < 1 et admet alors pour somme Lexpression algébrique
[ YT 4], et la série
1 11 1:3 1
' S S T d —s
IR o )

2xt 6z
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11 semblait donc absolument impossible d'introduire une notion
analogue & celle du prol 1 lytique (ou continuati lytique)
d’une fonction définie seulement, dans un intervalle déterminé, par une
expression analytique n'ayant un sens que dans cet intervalle. Dans
cet ordre d’idées on sest heurté a des difficultés insurmontables tant
que, sans quitter le domaine des variables réelles, on essayait de ,con-
tinuer une fonction au dela des bornes de lintervalle dans lequel
elle était d'abord définie.

On n'a pu constituer un groupe étendu de fonctions ayant des
propriétés déterminées suffi t distinctes les unes des autres
qu'aprés avoir introduit systématiquement en analyse les variables
complexes. La restriction apportée & la notion de fonction, au sens
de G. Lejeune Dirichlet, consiste alors & n'envisager, avec A. L. Cauchy
et B. Riemann, que des fonctions monogénes®™) d’une variable complexe,
ou bien encore & étendre, nvec Ch. Méray et K. Weierstrass, la notion
de fonction analytique®®) d'une variable réelle, due & J. L. Lagrange®™),
aux fonctions d'une variable complexe. Ces deux points de vue, quel-
que distinets qu'ils semblent & premiere vue, sont d'ailleurs, au fond,
entierement équivalents®).

qui converge pour | z|>>1, et admet alors aussi pour somme I'expression algé-
brique Vitat i peuvent étre envisagées comme représentant la méme fonction
dans les intervalles

—cLeL—1, 71§131, 1<e<l{+

oft elles sont I'une ou I'antre convergentes.

55) A. L. Cauchy, Exercices d'analyse et de phys. math, 4, Paris 1847,
p. 846; @uvres (2) 14, en préparation. Cf IL 8.

B. Ri [Grundlagen fiir eine all Theorie der Functionen einer
verinderlichen complexen Grosse, Diss, Gottingue 1851, p. 2, 16; Werke *%), (2° éd.),
p. 5, 23; trad. p. 3, 27] réserve & ces foneti le nom de ,foneti d'une va-
riable complexe.*

56) ,Les fonctions, dites ,anelytiques* d'aprés Ch. Méray et K. Weierstrass,
peuvent toujours &tre représentées par une ou plusieurs séries entitres s'enchai-
nant en quelque sorte les unes nux autres, en sorte que chacune est une con-
tinnation des autres. Ces fonctions constituent le type le plus parfait des fonc-
tions organiq dans 1" ble des foncti que l'on peut concevoir.*

57) J. L. Lagrange [Théorie des fonctions analytiques, Paris an v, p. 28;
(Buvres 9, Paris 1881, p. 65/6] appelait fonctions analytiques simples d'une va-
rable réelle = les fonctions a™, %, sinx, cos & qui peuvent &tre développées en
séries entitres en z — a aux environs de chacun des points a d'un intervalle
donné (ainsi que la fonction log,x envisagée comme fonction inverse de o) et &
essayé de démontrer que chaque fonction peut &tre développée en une telle série
entiere, sauf éventuellement en un mombre fini de points de l'intervalle envisagé.

58) Certaines obscurités concernant la notion de continuation des fonctions
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On appelle souvent improprement, surtout dans les pays de langue
allemande, ,théorie des fonctions* I'étude des fonctions monogenes
d'une variable complexe®); on réserve alors le nom ,d'étude générale
des fonctions a I'étude des divers types de fonctions d’wne variable
réelle (au sens de (. Lejeune Dirichlet) que Von peut concevoir.

Clest cette tude générale des fonctions qui fera 'objet de cet
article. L’étude des théories concernant certaines classes particulitres
de fonctions sera faite dans d’autres articles de I'Encyclopédie.

IL. Fonctions d’une variable réelle.

4. Variables réelles™). Une variable réelle est un symbole qui
représente les divers éléments dun ensemble de nombres réels. On
dit de chacun de ces éléments qu'il est une des valewrs que peut prendre
la variable; I'ensemble lui-méme constitue le domaine de la variable:
il peut comprendre un nombre fini ou infini d'éléments et, dans ce
dernier cas, il peut étre dénombrable on non.

monogénes n’ont toutefois pu étre éclaircies tant quon s'est placé exclusivement
au point de vue de A. L. Cauchy et do B. Riemann [ef. H. Iankel, Math. Ann.
20 (1882), p. 105, 109]; elles ont été completement éclaircies par K. Weierstrass
[Monatsb. Akad. Berlin 1880, p. 728/9; Funktionenlehre, Berlin 1886, p. 78/9;
Werke 2, Berlin 1895, p. 210]. Voir aussi Ph. L. Seidel, J. reine angew. Math.
78 (1871), p. 300. Cf larticle de I'Encyclopédie sur les fonctions de variables
complexes.

59) Puisquune série entidre de la variable complexe

Z2=r(cosz +isinx),

qui converge pour r <1, se transforme pour r — 1 en une série trigonométrique
de la variable réelle z, toutes les fonctions non analytiques d'une variable réelle
« pouvant étre représentées par des séries trigonométriques (fonctions qui offrent
un caractére remarquable de généralité) peuvent atre aussi envisagées comme
des limites de fonctions analytiques d'une variable complexe [CEf. 8. Pincherle
(d'aprés un cours professé par K. Weierstrass en 18728 4 1'Université de Berlin),
Giorn. mat. (1) 18 (1880}, p. 254; et voir les articles de I'Encyclopédie consacrés
au probléme de Dirichlot (Randwertanfgaben)). Il en est d’ailleurs de méme
de certaines fonctions de caractére fort compliqué qui ne peuvent étre repré-
sentdes par des séries trigonométriques [voir par cx. H. Hankel, Math. Ann. 20
(1882), p. 254].

60) 11 serait bien difficile de fixer l'origine de chacune des définitions et
propositions que l'on a groupées dans ce numéro. K. Weierstrass en s fait
usage dans ses cours professés i 1'Université de Berlin de 1861 & 1885; Jles
traités de J. Tannery ont beaucoup contribué i les répandre en France.*

On ne perdra pas de vue que ces définitions concernent aussi hien le cas
ou la variable que l'on envisage est indépendante que celui ou elle dépend d'une
ou de plusieurs autres variables,
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Pour désigner une variable on fait généralement usage d'une des
dernieres lettres de I'alphabet (11, 14 note 143); on désignera le do-
maine de la variable par la méme lettre mise entre parentheses.

D'apres le postulat de Cantor-Dedekind (I3, B note 48) on peut
établir une correspondance parfaite (I 1, 1) entre l'ensemble des nom-
bres réels et l'ensemble des points dune droite. A chague domaine
d'une variable on peut done faire correspondre, dune fagon parfaite,
un ensemble ponctuel lindaire, image de ce domaine; on ne manquera
pas de le faire chaque fois que cela semblera commode et l'on se
permettra, dans ce cas, d’employer I'un pour lautre les synonymes
svaleur que prend une variable réelle” et ,,point“ qui correspond parfaite-
ment & cette valeur; l'un et l'autre seront alors désignés par une
méme lettre. Pour caractériser les divers domaines possibles d’une
variable réelle, on fera de méme généralement usage (voir en parti-
culier n* 11, 15, 16) de la terminologie introduite par G. Cantor (voir
b ce sujet l'article I 7).

On dit qu'un domaine () est borné®) lorsque tous les nombres
de ce domaine sont plus petits, en valeur absolue, quun nombre po-
sitif déterminé.

Les points » d'un domaine borné quelconque (z) admettent néces-
sairement une borne®™) supériewre I3 et une borne inférieure b toutes
deux finies et déterminées®): les domaines bornés quelconques se com-
portent donc & cet égard exactement comme les points des ensembles
dénombrables bornés que on a rencontrés en Arithmétique (I3, 19)
sous le nom de suites infinies de nombres compris entre deux nom-
bres finis. En d'autres termes, i chaque domaine borné (2) corres-

61) ,Cf. C. Jordan, Cours d’Analyse, (2° éd.) 1, Paris 1893, p. 22.*

62) Le mot borne est pris ici dans le sens qu'on lui avait déja donné [13,
20] dans un cas particulier. Les remarques des notes 227 et 228 de l'article 1 3
s'appliquent aussi daus le cas plus général que 'on envisage ici.

»Dans la scconde édition de son Introduction & la théorie des fonctions d'une
variable 1, Paris 1904, p. 221, J. Tannery & adopté le mot ,borne".*

68) Ce théoréme a 6té établi par B. Bolzano, Rein analytischer Beweis ...
[Abh. bshm. Ges. Wiss. 5 (1814/7), éd. Prague 1818, phys.-math., mém. n° 6, § 12
et 13; réimpr. dans la collection intitulée: Klassiker, wissenschaftliche, in
Facsimile-Drucken 8, Berlin 1894, p. 41/8, 48/60 et aussi.dans la collection intitulde;
Ostwalds Klassiker der exakten Wiss. n° 153 (1903), p. 25/9, 29/30].

+L. Kronecker considérait la démonstration de ce théortme comme illusoire
parce qu'elle ne fournit aucun moyen d’obtenir effectivement les nombres B et &
correspondant 4 un domaine borné donné (cf. I 3, 10).* On ne connail méme
aucun procédé permettant de discerner si les bornes d’un domaine sont finies ou
non [cf. O. Stolz, Vorles. iiber allgemeine Arith. 1, Leipzig 1885, p. 161].
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pondent deux nombres finis et déterminés B et b tels que chaque
glément z de ce domaine vérifie les inégalités

b<z<B

et que, quelque petit que Pon fixe un nombre positif ¢, on puisse
toujours trouver un élément x du domaine (z) vérifiant les inégalités

b<a<b+e
et un élément z vérifiant les inégalités
B—:<2z<B

Les nombres B et b ne font d'ailleurs pas nécessairement partie du
domaine ().

Lorsque le nombre d'éléments d’'un domaine borné (z) est infini,
les points & admettent au moins wn point &accumulation (ou point-limite)
a [les valeurs de la variable z admettent une Limite a] qui peut aussi
ne pas faire partie du domaine (2)*).

Si la borne supérieare B fait partie du domaine (x) on dit que
B est 1o maxzime®) des valeurs de la variable z; dans ce cas B peut
atre ou ne pas étre un point d’accumulation des points .

Si, au contraire, B ne fait pas partie du domaine (z), B est né-
cessairement un point d’accumulation des points z.

Ce qu'on vient de dire de la borne supérieure B g'applique aussi
3 la borne inférieure b & condition de remplacer dans les énoncés le
mot ,maximé® par le mot ,minimé“.

Lorsquun domaine (2) contient des nombres plus grands que
chaque nombre positif P fixé arbitrairement, on dit que les points »
de ce domaine admettent comme borne supérieure - o© et comme
dans ce cas il y a, quel que soit P, un nombre infini de points & du
domaine envisagé (x) pour lesquels on a

x> P,

64) 8. Pincherle [d'aprés K. Weierstrass®9)], Giorn. mat. (1) 18 (1880, p. 237.

La locution ,point d'accumulation (Hinfungspunkt)* est prise ici dans le
sens qu’on lui avait déja donné (I8, 20) dans un cas particulier.

65) On pourrait, avec A. Pringsheim, dire maximé réel au lieu de ,,maximé*
e, désigner sous lc nom de mazimé idéal chaque ,borne supérieure" qui n'est
pas un maximé (of. I3, 20 note 230).

,Ces locutions ,maximé réel* ou ,maximé idéal" dont il est, & certains
égards, avantageux de faire usage dans I'étude générale des fonctions seraient
peut-étre moins indiquées dans D'étude particulitre des maximés et minimés
ordinaires du caleul infinitésimal, odt 'on distingue déja entre maximés absolus
et maximés relatifs, etc.*

4. Variables réelles. 19

on dit aussi que -+ oo est un point d'accumulation des points de ce
domaine (x)%).

De méme, lorsqu'un domaine () contient des nombres plus petits
que tout nombre négatif donné, on dit que les points 2 de ce do-
maine admettent — oo comme borne inférieure et comme point d'ac-
cumulation 7).

On dit qu'une variable z converge vers a (I3, 15, 16) et Fon écrit

limz =
lorsque, a 4tant un point d'accumulation des points du domaine (),
on suppose  remplacée successivement, suivant une loi quelconque,
par des nombres du domaine (z), le nombre a lui-méme excepté, tels
que, & partir de 'un dentre eux, la valeur absolue de la différence
@ — z devienne plus petite que tout nombre assignable ).

Lorsque x converge vers @ en ne prenant que des valeurs plus

grandes que a, on éerit, avec G. Legjeune Dirichlet,

lim z = a + 0
loraque % converge vers @ en ne prenant que des valeurs plus petites
que a, on éerit de méme

limz=a—0.

On appelle infervalle (z,, X) Vensemble des nombres x vérifiant

es inégalités

7, Lz <L X,
ou encore Densemble des points @ situés sur le segment de droite
dont Vorigine est z, et Uextrémité X. On dit de chacun de ces nombres
quil est compris (de chacun de ces points qu'il est situé) dans
Vintervalle (z, X). On dit de chacun des nombres (des points x)
pour lesquels on a

z, << X
quil est compris (qu'il est situé) @ Vintérieur %) de Pintervalle (z,, x)m).

On entend par environs d'un point & situé d Vintérieur de Vinter-

66) S. Pincherle, Giorn. mat. (1) 18 (1880), p. 241.

67) Le symbole oo, quand il n’est pas précédé d'un signe, a un sens tout
différent (cf. n° 8 et 13, 17).

68) On dit, de méme, que z diverge vers 4 0o (ou vers — oo} et on éerit

limz= 4 oo (ou lima=— o)
quand, -+ 0o (ou — 00) étant un point d’accnmulation des points du domaine
(x), on suppose z remplacé i t par des bres positifs de plus en

plus grands dépassant tout nombre fini quelque grand qu'il soit (ou par des
nombres négatifs dont la valeur absolue diverge vers 4 o).
69) On dit wussi que I'ensemble des nombres z situés 2 lintérieur de l'in-
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valle (z,, X), Pensemble des points situés dans un intervalle*®)
(x—3d, =+ 4)

o0 & est fixé arbitrairement, aussi petit que l'on veut, parmi les nom
bres 0" vérifiant les inégalités

ol —0<xz+ &< X

Les environs @ droite du point z sont alors formés par I'ensemble
des points de lintervalle (z, # + d); les environs & gauche du point z
sont de méme formés par I'ensemble des points de 'intervalle (x—0, z).
Le point #, n’a naturellement que des environs a droite; le point X
n'a que des environs & gauche.

5. Fonction univoque (réelle) d’une varisble (réelle). Pour
mettre en évidence la dépendance arithmétique d'une variable (réelle)
# et d'une fonction y de cette variable z dans un domaine (x), au
sens général donné au mot ,fonction par G. Lejeune Dirichlet, il
faudrait dresser une sorte de ,tableau idéal dans lequel chaque valenr
de y serait mise en regard de la valeur correspondante de z. Mais
comme [sauf dans le cas trés particulier, dont I'étude n'offre d'ailleurs
ancun intérét, ou le domaine () est formé d'un nombre fini d’éléments]
ce tableau idéal devrait comprendre une infinité d’éléments [constitués
par les valeurs de y écrites en regard des valeurs de 2], on ne voit
pas comment il pourrait &tre effectivement réalisé, II n’a d'ailleurs
nul besoin de I'stre, car pour étudier d’une fagon précise la dépendance
arithmétique de y et de =, il n'est pas nécessaire de I'avoir tout entier
devant les youx; il suffit de pouvoir obtenir & tout instant, en toute
rigueur, ceux de ses éléments dont on a besoin.

11 en est ainsi lorsque tout le tablean idéal est en quelque sorte
condensé dans un procédé de calcul permettant d’obtenir effectivement
Ia valeur de y correspondant & chaque valeur de z du domaine (=)
envisagé. (e procédé de caleul peut dailleurs dtre imaginé aussi
compliqué que Yon veut; on peut par exemple le supposer différent
pour diverses classes de nombres entre lesquels on répartit, suivant

tervalle (x,, X) constitue l'intervalle (x, 4+ 0, X —0). Les notations (@, +0, X)
et (x,, X — 0) s'entendent alors d’elles-mémes.

70) Lorsquune variable x varie & l'intérieur d*un intervalle (x,, X) tel que

lim 2, = —o00 et que lim X =+ oo,

on dit, avec K. Weierstrass, que x est une variable non-bornée (;;unbeschriinkte
Veriinderliche*).

70%) ,On pourrait tout aussi bien envisager intervalle (®—dy, 4 dy),
ol d; ct J, sont fixds comme & dans le texte (Note de @. Vivanti).*

5. Fonction univoque (réelle) d'une variable (réelle). 21

une loi arbitrairement fixée, les nombres du domaine (#); ces classes
de nombres peuvent méme étre en nombre infini, mais on supposera
dans ce cas gqu'elles forment un ensemble dénombrable .

Au lieu de ,condenser” ainsi le tableau idéal® dans un procédé
de calcul on pourrait avoir I'idée de le ,condenser” dans un tracé géomé-
trique. Mais alors, ou bien ce tracé serait effectué conformément i
une loi déterminée et, dans ce cas, un procédé de caleul pourrait tou-
jours lui étre substitué, ou bien ce tracé serait représenté par un
simple graphique dessiné dunme fagon tout & fait arbitraire et alors,
en mesurant simultanément une abscisse quelconque z et Pordonnde
correspondante y, on ne saurait obtenir™®) qu'une paire de nombres

71) On définit par ex. une fonction univoque y de z dans l'intervalle (0, 1)
en envisageant cet intervalle comme formé par le point 0 et par I'ensemble dé-
nombrable d’intervalles

Ea (D ()

et en convenant de prendre

== pour =0

1

y==x pour 1 x> 3

x 1. 1

. - >

Y s pour 2é‘z, 3

z 1 1
y= pour - 2,L>;¢'Iﬂi

I. Brodén [Lunds universitets &rsskrift (Acta univ. Lundensis) 33 IT (1897),
mém. n° 3, p. 1/7] a étudié d’une fagon détailiée les divers modes de défnitions
possibles de y.

72) L'ordonnée y d'une courbe plane tracée arbitrairement peut, il est vrai,
(au moins quand cette courbe appartient i la catégorie trés géndrale des courbes
désignées au n° 11 de cet article sous le nom de courbes ordinaires) étre repré-
sentée, dans un intervalle donné, par une série de Fourier; mais cette série n'est
qu'en apparence une fonction de 1'abscisse 2 dans lo sens que 'on vient de fixer.

8i l'on envisage par exemple 'intervalle (— =, -+ =), les intégrales

+
An = /y cos (na)dz ,
et

o
B = ]y sin (nxydz,
“n
qui figurent comme coefficients dans la série de Fourier, représentent des aires
que I'on ne peut évaluer qu'appromimativement; les ordonndes des courbes limi-
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entre lesquels devrait étre comprise et une paire de nombres entre
lesquels devrait étre comprise y, au lien des valeurs correspondantes
de x et de y elles-mémes™).

De tout ce qui précede il résulte que quand on dit, avec G. Lejeunc
Dirichlet, qu'une variable (réelle) y est une fonction univoque (réelle)
d'une variable (réelle) x, dans un domaine (z), lorsqu'a chaque valeur
de 7, faisant partie du domaine (), correspond wne valeur détermende
de y, on ne peut pas se dispenser %) de supposcr que cette valeur déter-
minée de y est, que ce soit directement ou indirectement, dcfinie &
Taide de la valeur correspondante de = par quelque procédd de calcul™);
rien ne limite dailleurs la fagon dont on peut simaginer que la valeur
de y se calcule au moyen de celle de z™).

On indique la dépendance de la variable x et de la fonetion y
en écrivant

y—f(@)-

On dit souvent que x est Yargument de la fonction y.

Lorsqu'on nenvisage pas la variable z comme fonction d’une autre
variable on dit que x est une variable inddpendante.
tant ces aires me peuvent elles-mémes (pour chaque indice ) dtre évaludes
qu'approximativement. Ce n’est qu'en supposant T'ordonnée y déterminde par un
procéds de caleul pour chaque point & situé & Vintérieur de lintervalle (— =, +-=)
que I'on est en droit de parler de nombres déterminés 4,, B, (cf.13, 16).

73) Cf. F. Klein, Sitzgsb. phys.-medic. Soc. Frlangen 6 (1878/4), p. 52/64;
réimprimé: Math. Ann. 22 (1883), p. 249/59.

73%) L'opinion contraire est énoncée par Ph. K. P. Jourdain, J. reine angew.
Math, 128 (1905), p. 185 en note.

74) Cette définition v'étend immddiatement aux fonctions de plusieurs va-
riables. Dans ce qui suit, quand on parlera de fonctions (sans épithete) il s’agira
toujours de fonctions univoques au sens que I'on vient de fixer.

75) Klle doit toutefois tre telle que la valeur de y correspondant
une valeur irrationuelle a de  ne dépende pas de celle des suites de nombres

rationnels
Ay Byy vy By e

que Von choisit pour définir le nombre irrationnel a [cf. H. E. Heine, J. reine
angew. Math, 74 (187%), p. 180; voir aussi p. 181 en note].

E. B. Christoffel [Math. Ann, 53 (1900), p. 465/92) a cherché & (tablir les
conditions géuérales sous lesquelles une expression analytique guelcongue donnée
f(@,, @, ... x,) 8 une valeur déterminée quand on y romplace les n variables
&, &, ..., T» par » nombres réels déterminés. Dans ses recherches il ne suppose
pas connues les régles de calcul concernant les nombres irrationnels; il cherche
au contraire & lier étroitement ces régles & la définition méme des fonctions
d'upe el de plusieurs variables, Cette fagon de procédér, qui est contraire a
celle qu'on adopte généralement depuis K. Weierstrass ot Ch. Méray, présente
de strieux inconvénients et conduit méme, comme l's montré A. Pringsheim
{Jahresb. deutsch. Math.-Ver. 12 (1908), p. 591], & certaines contradictions.

6. Borne supérieure, borne inférieure, éeart des bornes d'une fonction. 23

6. Borne supérieure, borne inférieure, écart des bornes d’une
fonetion. On dit qu'une fonction y de la variable z est bornde, ou
a une valeur finie dans un intervalle (z,, X), lorsquen chacun des
points z situés dans cet intervalle la valeur absolue de y est inférieure
% un méme nombre fini. Une fonction peut done avoir une valeur
finie en chacun des points d'un intervalle sans étre bornée (ou avoir
une valeur finie) dans cet intervalle™).

Lorsqu'une fonction y est bornée dans un intervalle (z,, X), l'en-
semble formé par les valeurs de y correspondant aux points # de cet
intervalle admet une borne supérieure B et une borne inférieure b.
On appelle variation™) de y dans Vintervalle (z,, X) la différence
(positive ou nulle)

B—b.

,Si, z parcourant tout Iintervalle (z,, X) par valeurs croissantes,
y = [(#) pe décroit jamais, et si lon a f(X) > f(x,), on dit que
y = f(2) est une fonction monotone™) croissante de z; la variation
d'une fonetion finie monotone croissante dans Vintervalle (z,, X) est

la différence

F(X) — f(=,).
Si g ne croit jamais on dit que y est une fonction monotone décroissante;
la variation d'une fonction finie monotone décroissante dans l'intervalle

(%, X) est la différence
flag) — (X

Quand dans une partie de Pintervalle (z,, X) la fonction y =f(z) a une

76) Clest le cas par ex. pour la fonetion y définie par la limite

y=lim —o
y=lm oy

envisagée dans un intervalle quelconque comprenant le point z=0.

77) ,On traduit généralement le mot allemand Schwankung* dont B. Rie-
mann » fait usage |Habilitationsschrift); Abh. Ges. Gtt. 13 (1866,7), éd. 1868,
math. p.103; Werke, (2°éd.) p. 240/1] par ,0scillation* [voir par ex. trad. L. Laugel,
Paris 1898, p. 241/2] mais il n'est pas possible de se conformer ici & eet usage
puisque le mot oscillation est le seul qui convienne pour rendre le mot ,,0s-
cillation* employé en allemand dans un sens entitrement différent de celui de
Schwankung* (cf. n® 14).*

La variation intérieure dune fonction y dans l'intervalle (z,, X) est la varia-
tion de cette fonction dans l'intervalle

(@0, X—0)
of. M. Pasch, Math. Ann. 30 (1887), p. 189,

18) C. Neumann, Uber die nach Kreis-, Kugel- und Cylinder{unktionen fort-

schreitenden Entwickelungen, Leipzig 1881, p. 26.
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méme valeur constante, on dit, avec U Dini™), que cette partie de
Pintervalle est une section dinvariabilité (tratto d'invariabilita); dans
une telle section d'invariabilité la variation de la fonction est nulle.

Lorsque y, sans étre finie dans intervalle (zy, X), a cependant
une valeur finie en chacun des points de cet intervalle, on dit que
dans cet intervalle y admet (selon le cas) la borne supérieure -+ oo
ou la borne inférienre — oo et que la variation est infiniment grande,
ou encore est égale & + oo.

Soit § la borne supérieure de ensemble formé par les valeurs
de y supposées finies en chacun des points d'un intervalle (z,, X).
Suivant les cas B est un mombre fini B, ou + co. K. Weierstrass a
démontré®) qu'il y a toujours dans intervalle (%5, X) au moins un
point z = a (un premier point 8il y en a plusieurs) tel que la borne
supérieure de lensemble des valeurs que prend y aux environs du
point a soit précisément §, quelque petits que l'on fize ces environs
de a. Le théordme analogue concernant la borne inférieure des va-
leurs de y dans le méme intervalle s'entend ensuite de lai-méme.

On peut étendre ce théoreme au cas on y west définie que pour
les éléments x d'un ensemble ponctuel, dailleurs quelconque®), situé
dans Tintervalle (z,, X). On remarquera que, méme quand on saib
que f§ est fini, on nest pas en droit de conelure®) que y prend effec-
tivement la valeur § pour unme valeur déterminée de situé dans
Pintervalle (z,, X).

7. Limites et limites d’indétermination. Fnvisageons un do-
maine queleonque (z) et un point @ de ce domaine qui soit aussi point
Qaccumulation de points #>a de ce domaine. Soit Y =f(z) une

79) Fondamenti per la teorica delle funzioni di variabili reali, Pise 1878,
P 64; trad. allemande par J. Liroth et A. Schepp, Grundlagen fir eino Theorie
der Functionen einer reellen veriinderlichen Grosse, Leipzig 1892, p. 72 (n® 54).

80) 8. Pincherle, Giorn. mat. (1) 18 (1880), p. 249.

81) Cf. M. Pasch, Math. Ann. 30 (1887), p. 133.

M. Pasch [Einleitung in die Differential- und Integralrechnung, Leipzig
1882, p. 46] généralise d'une autre fagon lidée de K. Weierstrass.

82) C. F. Gauss [Demonstratio nova . . ., Diss. Helmstedt 1799, § 6; Werke
3, Gottingue 1876, p. 10] avait déja fait cette remarque.

Si l'on envisage, par exemple, dans l'intervalle (-1, 4 1) la fonction

4 . 1+ a)"—1
M ol
on a
Be=f1, b=—1;

la fonction y differe de ses bornes +1, — 1 d’aussi peu que l'on veut aux en-
virons de 2 =0 et cependant, pour £ =0, on a y=0.

7. Limites et limites d’indétermination. 25

fonction de w définie dans le domaine (z), sans qu'il soit nécessaire
que f(a) soit définie.
I) 9l existe un nombre déterming b tel que & tout nombre po-
sitif ¢, choisi aussi petit que I'on veut, corresponde un nombre positif
¢ tel que Fon ait
b — fi) < e

pour tout  faisant partie du domaine (z) et vérifiant Vinégalité
O<z-—a<d,

on dit que la fonction f(z) admet § comme limite 5) pour
limez=a+40

(cf. n°4), ou encore que f(x) admet, pour x — @, b comme limite a
droite®™), et T'on derit®)
lim f(z) = b
x=a+0
ou simplement®)

fla+0) =3,

83) Il semble bien que c'est K. Wederstrass qui a, le premier, donné & la
notion de limite d'une fonction toute la précision dont elle est susceptible {cf.
0. Stolz, Allg. Arith.%%) 1, p. 339, IX remarque 4). On doit & 6. Peano une notion
plus générale [Rivista mat. 2 (1892), p. 77/9; Lezioni di analisi infinitesimale 1,
Turin 1893, p. 259] qui comprend a la fois celle de imite d'indétermination et
celle de réserve des valeurs due i C. Neumann (cf. note 90).

84) C'est avec intention que l'on évite ici, et dans ce qui suit, lemploi des
mots antéricur et postérieur dont plusieurs auteurs ont fait usage dans des sens
tout & fait opposés. Pour . Jordan par ex. [Cours d’Analyse®!) 1, p. 59] le
mot antérieur a le sens de . gauche®, tandis que pour P. du Bois- Reymond
[Math. Ann. 16 (1880), p. 120/1] il & le sens de ,a droitet.

85) On peut aussi envisager cette relation comme exprimant le fait que
pour chacune des suites monotones décroissantes

Lyy Lyy ovy Byy oe s
[de nombres , faisant partic de l'ensemble envisagé (2)] pour lesquelles

lim 2, = a,
r=tw

Lim f(z,) = b.
r=ta

La notion de limite d'une fonction est ainsi ramende i celle de limite
d'une suite monotone de nombres (I 3, 13, 16).

86) Les notations f(z 4- 0), f(e — 0) sont dues & . Lejeune Dirichlet [Reper-
torium der Physik 1, Berlin 1837, p. 170/1; Werke 1, Berlin 1889, p. 166]. Lozs-
que ¢ =0 on écrit

. fF0) (=0
au licu de /(0 4 0), £(0 — o).
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Pour qu'on se trouve dans ce cas I), il faut et il suffit®) que,
, et z, étant deux points queleonques du domaine (z), & tout ¢ po-
sitif corresponde un ¢ positif tel que la double inégalité®)
0Lz, —a<lo—ald
entraine linégalité
fizy) — fla) < e
1) Si & tout nombre positif P fixé aussi grand qu'on veut on
peut faire correspondre un nombre positif 9, tel qu'on ait
flz)> P
pour tout z faisant partie du domaine (z) et vérifiant l'inégalité
0<z—a<d,
on dit que f(z) admet + oo comme limite pour lim2 =a + 0 et
Ton derit
lim f(x) = + c©
z=a+0
ou simplement
fla+0) =+ co.
De méme, si l'on a

f@y<—P
O0<z—a<d,

on dit que f(z) admet — oo comme limite pour lim z =« +0 et
Yon écrit

des que

lim f(z) = — oo
z=utl
ou simplement
fla 4 0) = — o0,

Pour qu'on se trouve dans I'un des deux ecas I) ou IT) il suffit
que, quand z déeroit, f(x) varie dune fagon monolone (n° 6). Silon
sait, en outre, que |f(x)| reste inférieure 4 un nombre (fini) on peut
en conclure que Von se trouve dans le cas I).

1II) Envisageons, dans le cas général, les nombres # du domaine
(«) situés dans un intervalle déterminé

(a+0, a-+h)

ot 2> 0. A ces nombres x correspondent des nombres y dont Ten-
semble admet une borne supérieure Y, et une borne inférieure y,
(finies ou infinies) qui dépendent, en général, de h. Quand % décroit,
87) Ce théoréme, auquel P. du Bois Reymond a donné le nom de principe
général de convergence, est fondamental (cf. I3, 16).
88) Les cas limites ou l'on aurait soit », —a, soit x, = sont done ici
expressément exclus.

7. Limites et limites d’indétermination. 27

en restant positif, g, ne peut diminuer, Y, ne peut augmenter; l'en-
semble des y, obtenu en faisant diminuer jusqu'a zéro (zéro méme exclu)
le nombre positif 7, admet donc nécessairement une limite B (finie
ou + oo) et l'ensemble des Y, admet une limite B (finie ou + o),
en sorte que l'on a*)

limy, =B, limY, =B

h=+0 h=+0
On appelle ces limites ,Jimites Dinddiermination®) @ droite* de f(x)
pour x = a; I premitre est dite infirieure, la seconde supérieure, et
on peut écrire, svee A. Pringsheim®),

lim f(z) =B, Lmf(z)=F, ou fla+0)=8, fla+0)= B.
r=a+0 o

x=a+0

80) M. Pasch [Math. Ann. 30 (1887), p. 134] définit B comme la borne su-
périeure de l'ensemble des y, et B comme la borne inférieure de 1'ensemble des
Y,, obtenues toutes deux en faisant décroitre indéfiniment h jusqu's + 0 (zéro
exclu).

Cette fagon de procéder permet de traiter le cas général 1II) sans étudier
d'abord les cas particuliers Iy et 1) La marche indiquée dans le texte a, par
contre, l'avantage [cf. 0. Stolz, Allg. Arith®?) 1, p. 162] de faire ressortir davan-
tage V'origine de la notion des limites d’indétermination.

90) Cette généralisation de la notion dé limite qui est fondamentale est
due & A. L. Cauchy et & N. H. Abel qui disaient nla plus grande des limites*
et ,la plus petite des limites. On dit plutdt aujourd'hui, avec P. du Bois-
Reymond ,limites (supéricure et inférieure) d’ind8termination*.

A. L. Cauchy et N. H. Abel n'ont d'ailleurs envisagé que des suites de nom-
bres; P. du Bois-Reymond a parfois envisagé des fonctions dont l'argument croit
indéfniment; mais c'est T, Dini qui, le premier, a fait usage de la notion de
limite d'indétermination pour étudier la fagon dont une fonction f(x) se com-
porte aux environs d'un point  [cf. Fondamenti %), p. 182, trad. p. 249 (n° 140), la
définition donnée par U. Dini dos quatre dérivées d'une fonction en un point x
(voir l'article IT 3)].

P. du Bois-Reymond a cnsuite, en passant, tiré parti de cotte méme notion
[Die allgemeine Functionentheorie 1, Tubingue 1882, p. 230; trad. @ Milhaud et
A. Girod, Nice 1887, p.97]; il avait auparavant cherché & utiliser la notion
moins simple due a C. Newwann de ,réserve de valeurs* (Wertvorrat) de f(x)
pour z=a [cf. par ex. P. du Bois- Reymond, Abh. Akad. Miinchen 12, Abt. I
(1875), p. 124; Math. Ann, 16 (1880), p. 120]; on entend par 13 'ensemble de
toutes les limites

lim f(z,)

v=to
que V'on obtient en faisant tendre la suite
Dyy Tyy ooy Tyy oo oo
vers a de toutes les manitres possibles, en adjoignant 3 cet ensemble le nombre
f(a) quand ce nombre existe.
91) Silzgsb. Akad. Miinchen 28 (1898), p. 62; M. Pasch [Math. Ann. 30
(1887), p. 134] éerit )im inf.* au lieu de lim et ,lim sup. au lieu de lim.
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Les deux limites d’indétermination B, B @une fonetion f(z) pour
#=a + 0, dans un domaine (z), sont aussi caractérisées par le fait de
pouvoir fixer, dans le domaine (z), deux suites monotones décroissantes

L
@, @, ..,
e
@y wm L, m
admettant chacune a pour limite et telles que Von ait

lim f(z,) = B, lim f(z,") = B,
Y=+ r=+w

tandis que P'on ne pent fixer dans le méme domaine () aucune suite
maonotone déeroissante
Ty Zyy -y Ty,

admettant a pour limite et telle que
lim f(z,)
Yot
soit ou plus petite que B ou plus grande que B*2).

A tout nombre positif & (quelque petit qu'il soit) on peut donc
faire correspondre un mombre positif suffisamment petit h tel que
pour lout point x du domaine (z) appartenant & lintervalle

(@+0, a+h)
b pour certains points 2, 2" de cet intervalle on ait®)
B—e<f(z) <Be
Boe<f(&) <B+s,
B—:s< f@)< B+ £933),
On déduit de 13 que pour étre dans un des cas I) ou IN) il faut et

il suffit que T'on ait _
B=B;
f(a + 0) est alors la valeur commune de fla +0) et de fla+0).

92) On remarquera l'analogie parfaite entre ces définitions et celles donndes
en arithmétique (I3, 19) pour les suites de nombres.
98) Quand « converge vers a, les limites d’indétermination B, B peuvent

étre atteintes un nombre infini de fois [exemple: sin —; » pour limx=4-0] ou
dépassées un nombre infini de fois [exemple: (1 + 2% sin % s pour lim 2=+ 0];

il peut amesi arriver qu'elles ne soient jamais atteintes [ewemple: (1 — z*) sin —al;,
pour lim & = + 0].

937‘) On voit immédiatement comment il faut modifier ces inégalités quand
B ou B sont infinis.

7. Limites et limites d'indétermination. 29

Les définitions des limites d'indétermination, inférieure et supérieure,
@ gauche, ot le sens des symboles correspondants

lim f(a) - f(a — 0),
i) ~fe=0),

lim f(z) = f(a— 0)
r=a—0

sont entierement analogues.
Lorsque f{a + 0) et f(a —0) ont une valeur commune b, ou
sont tous deux + 0o, ou tous deux — oo, on éerit simplement®)

lim f(z) = b
zea

ou
lim f(#) = + o
ou o
lim f(2) = — oo.

Il importe de remarquer que lexistence d’une de ces relations n’im-
pligue ancunement que f(z) soit définie®) pour z =a, ou que, si
f(#) est définie pour x = a, sa valeur coincide®) avec celle de f(a = 0);
si elle ne coincide pas, on distinguera expressément®) entre la valeur

94) Les calculs effectués au moyen de ces limites sont soumis anx mémes
régles que ceux effectués au moyen des limites de mombres (I3, 21). Le théo-

réme fondamental est le suivant:

Si R désigne une fonction rati lle d'un nombre q que de variables
YorYar ooy Yo o 81, e posant g, =1, (2), 4 =£,@), ..., ¥, =F, @), on &
limf, (@) =0,, Hmfy(@)="0,, ..., limfu(@)=b,,
z=a z=a z=a
on a aussi

Lim R[f (@), fila) - fal@)] = Blby, by, -+, b)

pourvu que le dénominateur de R[b,, b,,
Allg. Arith.®) 1, p. 168].
95) Exemples:

.y by} ne g'annule pas. [Cf. O. Stolz,

pour & =0 (cf, n® 18).
96) Exemples:
L ( 1 >" i ( n )
im (.- » lim (- -
o/ G R i Py o
pour r=0.

97) Lorsque f(a -1 0) et f(a — 0) sont distincts, quatre cas peuvent se pré-
senter:
I) f(a) n'est pas définie;
1) f(a) est définie mais est distincte de f(a - 0) et de fla—0);
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f(@) de f(z) pour z=a et, suivant les cas, la limite ou les limites
d'indétermination de f(z) pour x = a®).

8. Infinis d'une fonction et de son argument. On dit quune
fonction f(z) est infinic au point  =a, ou pour & =4, et Ton éerit

f(a) = oo

101y f(a) est définie et f(a 4 0)=f(a);
1V) f(a) est définie et fla — 0) = f(a).
Exemples:
L @ —a)?
D@ =lm =70 pour z=1;
N a=to L0 —1

. . 2" —1
1) f(z) il"f,(ﬂ'—{—l)' pour =13

NN na" — 1 .

L £(s) = lim (“7,+ 1), pour x—1:
.

—liT (";'.”_}_Z), pour & =1

it \

98) Au lieu de faire ainsi correspondre & chaque fonction f(z), univoque et
finie, dans nn intervalle (a — &, a -+ B}, les quatre nombres fl@a+9), flat 0),
R. Baire [Ann. mat. pura appl. (8) 3 (1899), p. 43 Legons sur les fonctions
discontinues, Paris 1905, p. 70] lui fait correspondre deux nombres qu’il appelle
le ,maximum* et le ,minimum‘ de f(z) au point a. Les recherches de K. Baire
seront cxposées cn détail dans l'article 112 de 1'Encyclopédie; nous nous bor-
nerons ici 4 montrer comment on peut trés simplement rattacher & ce qui précede
la définition du maximum et du minimum de f(x) au point @ en mettant en
évidence la fagon dont ce maximum et ce minimum sont liés aux limites supé-
rioures et inférieures f(a = 0), fla £ 0).

Soient h, <k et By, ke, ..., by, ..... une suite monotone décroissante de
nombres positifs tels que lim &, = 0. 8i l'on désigne par £,(a) la borne supérieure

V) fla)

v=two
ot par 7,(a) la borne inférieure de f(z) dans lintervalle (¢« —h,, a4 h,), on &
manifestement

f>haz . 2hez. << AW s

chacune des deux suites monolones ainsi formée admet une limite; les deux
limites

@ — lim £,
floy= lim £,

flay= tim /@),
vt

sont ce qu'on appelle, d’apres R. Baire, le maximum et le minimum de f(z) au point a.
Or on reconnait aisément que f(a) est le plus grand et que f(a) est le plus petit des
cing nombres Fla -+ 03, fla +0), f(a). Quand deux, trois, quatre ou méme tous
ces cinq nombres sont égaux, le théoréme subsiste, en sorte que si, pax exemple,
fla+ 0) = fia 4 0y = f(a 4 0) est plus grand que /(@ — 0}, fla—0), fl@) on &
f(ay = fla--0), tandis que si les cinq nombres envisagés sont égaux ils sont
aussi éganx A la valenr commune fla) de f(a) et fla).
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[sans faire précéder®) le symbole oo soit du signe + soit du signe —],

lorsque '®)
1

. fim ™~ 0.
Les relations
fl@)— oo ot f(at0)=1oo
sont loin de concorder dans tous les cas'’).
En écrivant
flee)=b
on entendra de méme que lon a
1
[f (y)l:f b
et en écrivant

f(e0) = o0
on entendra que l'on a
1
1 =0,
1G]
=0
tandis que le sens des relations
lim f(z)=b; lim f{z) =+ o; lim f(z) =— o0;
P e=t+® 2=t

lim f(z) =B, lim f(x) =— o0;
T=+m r=t=x

lim f(z)=15
x=+w

P lim £ —+ o,

99) Le symbole oo représente donc un infini actuel au sens domné 2 ce
mot 13, 17,

100) Cette définition revient au fond & celle donnée par K. Weierstrass
pour les fonctions analytiques seulement [Abh. Akad. Berlin 1876, math. p. 12;
Funktionenlehre **, p. 2; Werke 2, p. 78; trad. par E. Picard, Ann. Fe. Norm, (2)
8 (1879), p. 112].

101) Ainsi pour

=l
on a
fO =, f+0)=0, [f(=0=0,
et pour
iy — i nx
fo= 1 et
on &

fO=0, f+O=+4c0, 0
()p néglige trop souvent de distinguer netterent les notations f(a) = oo,
fla40)=- o, eb les symboles f(oc), lim f(x). Cette distinction est cepen-

0.

. . B TS ToES . .
dant bien nécessaire, en particulier dans I'éfude des séries de Fourier et d’autres
modes de représentation analogues des fonctions f(x}.
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ot de celles qui w'en different que par le changement, sous le signe
lim, de + oo en — oo, doit étre fixé conformément & ce qui a été
dit au n° 7. Ainsi les symboles 4 co, — oo y ont un sens virfuel;

on a, par exemple,
’ ' lim f(z) =— o
z=to

lorsque (cas 11 du n° 7), quelque grand que soit le nombre positif P
que l'on fixe, on peut lui faire correspondre un nombre positif @ tel
que Yon ait

f@y<—P
des que & > @),

La condition néeessaire et suffisante pour que la limite
lim f(x)
z=tw

existe et soit finie est que, le nombre positif & étant fixé aussi petit
que l'on veut, on puisse lui faire correspondre un nombre @ tel que,
pour tout z, et tout x, vérifiant les inégalités

Ty > > Q,
[f(ze) — flm) | <e

La condition nécessaire et suffisante pour que T'on ait

on ait

lim f(z) =+ o

Z=t®
est que, le nombre P étant fixé aussi grand que l'on veut, on puisse
lui faire correspondre un nombre @ tel que, pour tout z, vérifiant

T'inégalité

7 > Q,
f(x1)> r

on ait

(ef. I 3, 16 et 17).
Afin de earactériser la fagon dont se comporte, pour des valeurs
de z suffisamment grandes, une fonetion f(#) qui pour lima— + oo,

102) Pour
"
(@) — lim
1) r=tm BF T
on a . )
floc) =0, lim fl@)=1, lim  fla)=1.
= z=+o z=—m
Pour
x
(o) = lim .
f@) o
on a

£(00) = 00, lim fiz)—0, lim f{g)=0
z=+® r=—w
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ou pour limx=-- o0, admet des limites d’indétermination supérieure
et inférieure distinctes, P. du Bois Reymond a défini deux fonctions
monotones déterminées qui pour z suffisamment grand en valeur ab-
solue, accompagnent, en quelque sorte en l'enserrant, la fonction f(z).
1l a appelé ces deux fonctions les loppes  dindétermination) de
la fonetion f(x).

De légeres modifications permettent d'étendre les résultats con-
cernant les limites

lim f(z), limf(z), limf(z)
r=fo T=to r=tw

au cas ot la fonetion f(z), an lien d'étre définie daus tout le domaine
continu (z), l'est seulement dauns un ensemble quelconque donné (z)
contenant des nombres « plus grands que tout nombre positif arbitraire-
ment fixé. Une remarque analogue concerne le cas on lim = — oo.

9. Fonctions continues. On dit qu'une variable x est continueit)
dans un intervalle (x,, X) lorsqu'elle peut prendre chacune des valeurs
comprises daus cet intervalle (n° 4); on dit qu'elle est continue d Pintc-
rieur de Uintervalle (z,, X), ou duns Uintervalle (z, 4+ 0, X — 0), lors
quelle peut prendre chacune des valeurs comprises & lintérieur de
Pintervalle (z,, X).

On dit quune fonction y = f(x) d’'une variable x continue dans
un intervalle (z,, X) est continue au point o de cet intervalle, ou
encore pour x = a, lorsque, f(a) ayant une valeur déterminde, a chaque
nombre positif &, fixé aussi petit que I'on veut, correspond un nombre
positif d tel que l'on aiti®%)

[f(e) —fla)| <e

108) P. du Bois Reymond, Functionenth.™) 1, p. 257, trad. p. 1973,

104) B. Bolzano dit dans ce cas que x varie librement (,z heiBt frei ver-
inderlich®) dans Vintervalle envisagé [cf. O. Stols, Math. Ann. 18 (1881), p. 257);
il dit que @ est continue dans cet intervalle lorsque l'ensomble (z) jouit de cer-
tuines propriétés particulidres que possédent d'ailleurs non seulement, comme
0. Stolz le suppose a tort, les ensembles denses dans lintervalle envigagé mais
aussi cortains ensembles non parfaits qui sont denses en eux-mémes.

105) Cette définition est, au fond, due & B. Bolzano |Rein analyt. Bewcis 9%),
p-11; réimpr. p. 75 of. 0. Stolz, Math. Ann. 18 (1881}, p. 261; Allg. Arith. 1, p.179]
eb & 4. L. Cauchy [Cours d'Analyse de I'Ecole polytechnique 1, Analyse algé-
brique, Paris 1821, p. 34; Buvres (2) 3, Paris 197, p. 43 | Quand la condition
¢noncée dans cotte définition est vérifide non seulement POUr T =g mais anssi
pour chacun des points d'un intervalle déterminé (@ —h, a -} &) comprenant le
point a, il en résulte tout d'abord seulement qu'a I'ensemble continu de valeurs
vérifiant les indgalités

i a—h<Lalath
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pour tout x tel que'®)
|z —a|<d.

En adoptant les notations du n° 7 on peut remplacer™”) cette condition
par la relation ')

fla—0)=f(a) = fla+ 0);
en appliquant le principe général de convergence®) on peut aussi la

correspond un ensemble de valeurs y = f(z) dense dans I'intervalle
[fla—h), fla+ BT
mais celu suffit pour conclure [voir le théortme (f) du texte] que quand =z
parcourt Vintervalle (@ —h, a+ k) par valeurs croissantes, f(x) varie d'une
fagon continue dans le sens ordinaire du mot, c'est-a-dire que f(x) passe d’une
quelconque de ses valeurs y, = f(x,) & une autre de ses valeurs ¥, = f(x,;) en
preuant dans l'intervalle (x,, x;) toutes les valeurs intermédiaires. B. Bolzano''")
avait déji fait remarquer que, contrairement & ce qui semble généralement
pouvoir étre admis comme évident, la réciproque de ce théoréme n’a pas lieu,
en sorte que si, dans un intervalle (%, %), ¥ =/(%) passe de y 2 y;, en
prenant toutes les valeurs intermédiaires, on ne swurait en conclure que la fonction
f(z) est continue en chacun des points de cct intervalle.
Euvisageons, par exemple, la fonction

. £
f{x) ==sin -- —

1y
()
od E(a) désigne le plus grand entier contenu dans a, en sorte que
£(0) =sinm =
tandis que pour toute valeur de x différente de zéro, on ait

.o
@) ==sin - -
1 x

Cette fonction n'est pas continue pour @ =0, quoique cette fonction prenne (méme
un nombre infini de fois) toutes les valeurs de —1 & + 1 dans tout intervalle
(—h, + h) sans faire aucun saut dans cet intervalle.

. Darbouz [Ann. Ec. Norm. (2) 4 (1875), p. 109] a douné un exemple
analogue rentrant dans un type plus général

106) Lorsque & ne varie que dans un ensomble donné quelconque (x), on dit
de méme que la fonction y— f(2) est conlsnue en un point @ de Tensemble (z)
quand & tout mombre positif &, fixé aussi petit que Ton veut, correspond un
nombre positif ¢ tel que l'on ait

[ flo) —fla)| <2
pour tout » de I'ensemble cnvisagé (z) pour lequel
|le—a! <&

[voir par ex. €. Jordan, Cours d’Analyse®) 1, p. 46},

107) Clest la marche suivie par U. Dini, Fondamenti®™), p. 87; trad. p. 50
(n° 30).

9. Fonctions continues. 35

remplacer par la condition®®) qua tout nombre positif & corresponde
un nombre positif & tel qu'on ait

(@) = fla) <&
pour tout z, et tout z, vérifiant les inégalités
0< 'z, —a <0, 0Zja,—al|<d

Les points @ ot une fonction est continue sont souvent désignés
sous le nom de ,points de continuité“ de cette fonction').

Lorsque, /(@) ayant une valeur déterminée, on peut faire corres-
pondre A tout entier positif & un entier positif d tel qu'on ait

f) —fl@)<e
pour tout z vérifiant les inégalités
0<z—a<d,

on dit que la fonction f(z) est continue @& droite du point a, ou en-

108) Au lieu de cette double égalité on peut aussi éerive la relation
tim fi@) = fla).
z=a

L’énoncé que voici lui est d'ailleurs entitrement équivalent (cf. note 83): Pour
toute suite monotone croissante ou décroissante

Ty, Dy ey Eyy oo
dont les ¢léments font partic d'un domaine (z) et qui tend vers une méme
limite a appartenant au domaine (z), en sorte que pour chacuve de ces suites

lim &, = a, on a

r=+o . . .
lim f(z,) = f(im )
y=teo r=jeo

{n" 30). Si l'on adopte cette dernidre fagon d'écrire [cf. A. Schoenflies, Die Ent-
wickelung der Lehre von den Punktmannigfaltigkeiten, Jahresb. deutsch. Math..
Ver. 8% (1899), éd. 1900, p. 116] cette définition de la continuité d'une fonction
de x conserve toujours le sems fixé dans la note 106 quand méme le domaine
(x), dans lequel varie x, n'est pas continu.

109) P. du Bois-Reymond, Functionenth.®®) 1, p. 232; trad. p. 181.

110) P. du Bois-Reymond, Functionenth.®) 1, p. 231; trad. p. 180.

Le cas n'est pas exclu od un point de continuité a d’une fonction donnde
serait un point #solé c'est-a-dire tel qu'aucun des points situés dans un intervalle
(@a— &, a+ 9) convenablement choisi, suuf le point @ lui-méme, ne soit un point
de continuité de la fonction donnée. Envisageons par ex. une fomction f(x)
définie par la condition d'étre égale & x pour x rationnel et & — 2 pour =
irrationnel. Une telle fonction peat (comme on l'a vu note 53) itre représentée
par 'expression

fly=2z lim  lim [cos (n!nx)]’ — x;
= y=tw

le seul point de continuité de cette fonction est le point = 0.
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core qu'elle est continue & droite pour z
seulement )

Dans ce cas on a

fl@) =f(a+ 0).

Une fonction f(z) peut aussi &tre continue ¢ gauche du point a; on
2 alors seulement
f(a) =f{a—0).

Une fonction continue a droite et & gauche du point ¢ est continue
au point a!'®).
On doit & H. E. Heine'®) le théoréme fondamental que voici:

111) Voir les exemples III et IV donnés dans la note 97.

K. Weierstrass & envisagé une fonction de a partout continue a droite
et dérivable i droite (n® 10), mais discontinue 2 gauche pour tout entier .
C'est la fonction

y =z — E(z),

ol E(x) désigne le plus grand entier contenu dans z.

112) R. Brire [Ann. mat. pura appl. (3) 3 (1899), p. 6; Fonct. discont. ),
p. T1] dit qu'une fonction f{x) est semi-comtinue supérieurement au point «
quand, f(e) étant défini comme dans la note 98, on a f(a) = f(a), ou, ce qui
est la mdme chose, en faisant usage des notations adoptées dans le texte du n° 7,
quand on a & la fois

f@>faFo
et

f@ > fa—0)

(voirla fin de la note 98). La définition d'une fonction semi-continue inférieurement
en un point ¢ est toute semblable; il suffit, dans ce qui précede, de remplacer les
bornes supéricures par des borues inférieures et le signe > par le signe <.

Une fonction semi-continue & la fois supérieurement et inférieurement est
continue dans le sens ordinaire du mot.

118) C'est sur ce théordme qu’on s’appuie généralement pour établir la notion
Qintégrale. 1l a d'abord été énoncé par H. E. Heine [J. reine angew. Math.
71 (1870), p. 361] pour des fonctions de deux variables seulement. Iapris
0. Stolz et J. A. Gmeiner [Einleitung in die Funktionentheorie, Leipzig 1903,
p. 52 en note], K. Weierstruss aurait énoncé et démontré ce théoréme dans un
cours professé en 1870 & I'Université de Berlin. Il a été démontré par H. E,
Heine [J. reine angew. Math. T4 (1872), p. 188]; laffirmation plus ou moins
nette du contraire par J. Liroth, dans sa traduction des , Fondamenti* de U. Dini
[Grundlagen ), p. 63 (n° 40)] semble erronde.

. Darbouz: [Ann. Ec. Norm. (2) 4 (1875), p. 78 (1874)] et U. Dind [Fonda-
menti ™), p. 48; trad. p. 63/8 (n° 41)] ont donné d'autres démonstrations du méme
théoréme.

Les démonstrations de H. E. Heine, de 6. Darboux et de U. Dini s’appuient
gur la notion de continuité en un point et sont, au fond, toutes les trois des
démonstrations indirectes, Une démonstration directe a été donnéde par.J. Liroth
{Math. Ann. 6 (1873), p. 319]; quoique concernant seulement des fonctions de
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Si f(#) est continue en chacun des points d’un intervalle (%,, X),
on peut faire correspondre & tout nombre positif ¢ un nombre
positif & tel que Von ait |f(x,) —f(z,)} <& pour tout point z, et
tout point x, situds dans I'intervalle, pour lesquels |z, — 2,]| < d. On
exprime ce fait en disant gu'une fonction f(z) continue en chacun
des points d’'un intervalle est continue dans cet intervalle™) ou, si I'on
veut &tre plus explicite, est wniformément™®) continue dans cet inter-

deux variables, il est aisé de la modifier de fagon qu'elle s’applique aux
fonctions d'un nombre quelconque de variables; elle a été adaptée aux fonctions
d’une variable par M. Pasch [Differentialrechnung '), p. 58] et par O. Stolz [Allg.
Arith.%%) 1, p. 191]; elle s’appuie sur U'existence d'un minimé résultant du théoréme
(«) du texte.

Comme I'a montré C. Jordan [Cours d'Analyse®?) 1, p. 48] ce méme théoréme
a encore lieu quand, au lieu de l'intervalle continu (z), on envisage un ensemble
parfait borné quelcongue ().

Dans tous les cas on peut envisager ce théoréme comme cas particulier
&'un théoreme plus général de F. Borel [Ann. Ec. Norm. (3) 12 (1895), p. 51]
concernant la théorie des ensembles, au sujet duquel nous renvoyons i I'article
1L 2; voir aussi A. Schoenflies, Jahresh. deutsch. Math.-Ver. 8* (1899), éd. 1900,
p. 5172, 119]. ,C. A. del? Agnola [Reale Ist. Lombardo Rendic. (2) 40 (1907), p. 369]
a montré que le théoréme de¢ E. Borel est lui-méme compris comme cas parti-
culier dans un théortme plus général dont il sera question dans larticle TI 2
(Note de G. Vivanti).®

Une autre généralisation du théoréme de H. E. Heine, due & R. Boire [Ann.
mat. pura appl. (8) 3 (1899), p. 13; of. E. Borel, Legons sur les fonctions de va-
riables réelles, Paris 1905, p. 27], est contenue elle-méme comme cas particulier
dans une proposition plus générale encore, qui & été démontrée par E. R. Hedricl
[Bull. Amer. math. Soc. 13 (1906/7), p. 378].

114) Plusieurs auteurs disent déja qu’une fonction est continue dans un
intervalle quand elle est continue en chague point de cet intervalle et qu'elle est
uniformeément continue dans cet intervalle quand elle est continue dans cet inter-
valle au seny donné A ce mot dans le texte.

Les définitions données dans le texte semblent préfcrables, ne serait-ce que
pour conserver I'analogie avec les expressions semblables ,finie dans un inter-
valle“ et ,finie en chacun des points d'un intervallet* qui, elles, correspondent
a des notions essentiellement distinctes (cf. n® 6, note 82).

P. duw Buis-R d entend par t1é linéaire la continuité (uniforme)
dans un intervalle; les locutions ,continuité uniforme* ou ,continuité au méme
degré* ont pour lui un sens tout différent [ef Functionenth.?®) 1, p. 240/1; trad.
p.186/7; J. reine angew. Math. 100 (1887), p. 336, 340].

115) La continuité non uniforme dans le voisinage jmmédiat d'un point
déterminé x,, c¢'est-i-dire le fait d’étre obligé de diminuer & indéfiniment pour
que pour tout point x, et tout point x, situés aux environs de z,, on ait

| flwy) — fr) | <&
lo —w [ <9,

quand
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valle.  Le nombre & dépend, en général, de ¢, mais, pour une valeur
donnée de ¢, il est le méme dans tout lintervalle.

Voici quelques autres propriétés caractéristiques des fonetions
continues:

a) Si f(z) est continue dans un intervalle (z,, X), les bornes
supérieure et inférieure de I'ensemble formé par les valeurs de f(z)
correspoudant aux points 2 de cet intervalle, sont toujours des nombres
déterminés I et b; de plus 'équation

F(4) - B
est vérifiée pour une valeur au moins comprise dans cet intervalle
(pour une premitre valeur quand il y en a plusieurs) et I'équation
fla)y="2
est vérifiée’®) pour une valeur au moins comprise dans cet intervalle
(pour une premitre valeur quand il y en a plusieurs). Aussi dit-on
souvent que I3 est le maximé et b le minimd de f(z) dans l'intervalle
envisagé; ,on peut dire aussi que A est un mavimant de f(z) et
que @ est un minimant de f(z) dans l'intervalle envisagé.*

By 8i f(z) est continue dans un intervalle (2,, X) et si gy, =£(z,),
4; = f(2;) sont les valeurs que prend y = f{z) en deux points z,, 2,
de cet intervalle, & chaque valeur % de y comprise entre ¥, et y,
correspond au moins une valeur £ de » comprise entre z, et z, et
telle que l'on ait

7 =f(£)-

ne peut donc so présenter que quand z, est un point de discontinuité de f(x).
Par ex. la fonction, mentionnée dans la note 105,

£
f(x) = sin - ~

T+F(

14 )
est continue pour #>>0 et pour z <0, mais elle nest pas uniformément con-
tinue dans le voisinage immédiat du point x = 0.

116) Ce théortme est di & K. Weierstrass qui, dans ses cours, insistait sur
son caractére fondamental. S. Pinclerle [Giorn. mat. (1) 18 (1880), p. 249] ne
donne gue le théoréme plus général du n° 6. Pour la démonstration du théo-
réme voir U. Dini [Fondamenti™), p. 51; trad. p. 68/9 (n° 47)), O. Stole {Allg.
Arith.®) 1, p. 188], J. Tannery [Introd. & la théorie des fonctions d'une variable
(17 éd.) Paris 1886, p. 126; (2° éd.) 1, DParis 1904, p. 244]*

En s'appuyant sur ce théortme on peut caractériser la continuité uniforme
de f(z) dans un intervalle par la condition qu'a tout nombre positit ¢ on puisse
faire correspondre un nombre positif J tel que, si x, et x, sont deux points
quelconques de l'intervalle envisagé pour lesquels |w, — ,1< 8, la variation
(n° 6) de f(w) dans Vintervalle (z,, z,) soit plus petite que .
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La fonetion f(z) prend donc dans V'intervalle (2, X) toutes les valeurs
de y comprises dans lintervalle (b, B)17).

#) Une fonction continue est entitrement déterminée dans un
intervalle lorsqu’elle est définie pour un ensemble ponctuel dense dans
cet intervalle!!).

0) Si y = f(x) est continue pour z =a et si F(y) est continue
pour y=f(a), la fonction

9(@) = F{f(=)]
de la variable z est continue pour z = a'¥).

117) Cf. B. Bolzano, Rein analyt, Beweis®®), p. 12, 81; réimpr. p. 9, 31,
Q. Stolz, Math. Ann. 18 (1881), p. 262; Allg. Arith. 1, p. 180, Une autre dé-
monstration cst due & A. L. Cauchy, Analyse alg.1%9), p. 460, 463; (Buvres (2) 3
p. 878, 381.

Les démonstrations de B. Bolzano et de A. L. Cauchy sont incomplétes et
ne peuvent étre, Iune et 1'autre, envisagées comme rigoureuses que si l'on pos-
tule le principe général de convergence (I 3, 18); B. Bolzano cherche 4 démontrer
ce principe, mais sa démonstration contient un cercle vicieuz {Rein analyt. Be-
weis®%), p. 21]; A. L. Cauchy sous-entend le méme principe sans chercher i
le démontrer. Cf. I3, 16.

118) C'est sans doutP H. E. Heire qui, le premwr a énoncé et démontrd
ce théortme dans le cas ou I’ bl ¢ est I ble des
nombres rationnels [J. reine angew. Math 74 (1872), p. 183]. Le théoréme a
d'ailleurs encore lieu quand l'ensemble ponctuel envisagé est comstitué par un
engemble quelconque de nombres rationnels dense dans tout intervalle, par ex.
par 'ensemble des fractions

1 1 3 1 3 5 7 ) 1 3
‘2; 4 i;i‘ s'8' g’
voir 4 ce sujet la démonstration qu'a doonée J. Thomae [Elementare Theorie der
analytischen Functionen, (2° éd.) Halle 1898, p. 93] de V'identité de la fonction
analytique sin 2 et de la fonction de méme nom définje géométriquement dans
les éléments.
Cest & U. Dini que I'on doit la démonstration du théortme du texte dans
le cas général [Fondamenti™), p. 49, 50; trad. p. 66, 67 (n™ 43, 44)].

1. Brodén [J. reine angew. Math. 118 (1897), p. 2; Lunds universitets

drsskrift (Acta univ. Lundensis) 33 II (1897), mém. n° 3, p. 7/ /80] a étudié, d'une

fagon plus lete, les foncti limitaires y, définies, d’uue part aux points z,
d'un certain ensemhle dense dans l'intervalle (0, 1) par ex., par des valeurs ﬂmea
et déterminées y, = f(z,) obtenues en rempla¢ant & par x, dans une méme ex-

pression analytique y = f(x) et, d'autre part, aux points x de ce méme inter-
valle (0,1) qui ne font pas partie de cet ensemble dense, par la condition que
quand la variable converge vers z par une suite de valeurs gy Ty e v Ty v e -
faieant toutes partie de l'ensemble dense envisagé, en sorte que z lim Zon,
on ait y=lm y, —lin [(z,), e
n=+twm

le cas ot la valeur de y différe suivant la, fa(;on dont la variable ,, converge
vers z n'étant pas exclu.

119) 4. L. Cauchy, Analyse alg.'%?), p. 41/3; Euvres (2) 3, p. 48/50.



40 A. Pringsheym. 11 1. Principes de la théorie des fonclions. J. Molk.

&) 8i £,(%), f4(z), ..., f,(x) sont continues pour z=ga et si
Ely, %, -, ¥,] désigne une fonction rationnelle de Yoy Yy s Yy
dont le dénominateur ne g’annule pas pour y; = fi(a), y, = f3(a), . . .,
¥, = f,(e), Ia fonetion

(@) = R[fi(2), f2(@),..., £,(2)]

de la variable 2 est continue pour z — a™),

Dans un trés grand nombre de cas, la série de Fourier permet
de représenter par une expression analytique une fonetion continue
déterminée duns un intervalle donmé. Certaines fonctions finies et con-
tinues ne peuvent toutefois pas étre représentées'®) de cette fagon
non seulement en des points isolés de Vintervalle envisagé, mais méme
pour tout un ensemble de points dense dans cet intervalle.

On peut, au contraire, comme Va montré K. Weierstrass'®), re-
présenter chaque fonction continue de 2, arbitrairement donnée dans
un intervalle quelconque domné (fini ou non) et restant finie dans

120) Voir par ex. O. Stolz, Allg. Arith.%) 1, p. 180.

121) Voir P. du Buis- Reymond [Abh. Akad. Miinchen 12, Abt. II (1876),
p. 100; Math. Aun. 10 (1876), p. 442],

122) Sitzgsh. Akad. Berlin 1885, p. 638 et suiv.; id. p. 789 et suiv.; en partic.
P- 638 et p. 797; Werke 3, Rerlin 1903, p. 1/37 en partic. p. 6 et p. 18; trad.
par L. Laugel, J. math. pures appl. (4) 2 (1886), p. 105 et suiv.; id. p. 115 et
suiv. La démonstration de K. Weierstrass repose sur l'emploi de la relation

+@
N 1 s T
Iim - ',"f/(u)e
x=0 # 7w

E. Picard [C. R. Acad. sc. Paris 112 (1891), p. 183; Traité d'Analyse 1,
Paris 1891, p. 268 et suiv.] o donné une démonstration un peu plus simple
de ce théortme dans laquelle il fait usage de ,Dl'intégrale de Poisson“ et de la
représentation approchée d’une fonction continue par une série de Fourier formée
d’'un nombre fini do termes. Il a aussi étendu sa démonstration sux fonetions
de plusieurs variables. La possibilité do cette extension est d'ailleurs déja in-
diquée par K. Weierstrass [Sitzgsb, Akad. Berlin 1885, p. 797]; il en a publié
plus tard la démonstration [Werke 3, Berlin 1903, p. 27 et suiv. ).

Les démonstrations de V. Volterra [Rend. Cire. mat. Palermo 11 (1897),
P 83], de L. Fejér [C. R. Acad. se. Paris 131 (1900), p. 986) et de M. Lerch
[Acta math. 27 (1903), p. 841, d’aprés une premitre démonstration moivs simple
du méme suteur publiée en tchique: Rozpravy teské Akad. 1 (1892) II, mém. n° 33,
P. 679/85] reposent égulement sur la représentation approchée d'une fonction con-
tinue par une série de Fourier formée d'un nombre fini de termes. On doit enfin
W I, Londaw une démonstration du méme théortme pour les fonctions d’une et
de plusieurs variables [Rend. Cire. mat. Palermo 25 (1908), p. 337] qui se rap-
proche davantage de celle de K. Weierstrass; dans cette démonstration, . Landau
<appuie sur la formule

";") Sdu =fix).
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cet intervalle, par une série dont les termes sont des fonctions (ration-
nelles) entidres de a; cette série peut toujours étre choisie de fagon
a &tre absolument convergente dans l'intervalle envisagé et uniformé-
ment convergente dans tout intervalle fini compris dans cet intervalle.
De ce qui précéde on peut dome conelure que les fonctions con-
tinues les plus générales rentrent dans le type des fonctions définies
par Jean Bernowlli') et L. Fuler'®). Ces géométres étaient toutefois
loin de se douter des nombreuses variétés de types de fonetions que
peuvent présenter les fonctions continues (cf. no* 10, 11, 12 et 20).
ST — a7 au
im * = ==
nEte 2{'(1—'u?)"dw
Tandis que toutes les démonstrations précédentes reposent sur l'emploi da
formules asses compliquées du caleul intégral et ont ainsi un caractére trans-
cendant, C. Runge [Acta math. 6 (1885), p. 229; 7 (1885/6), p. 387/92] a donné
une méthode tout & fait élémentaire qui est fondée sur T'emploi d’un facteur
de discontinuité de la forme

im L
n=tow 14 2t

1l parvient ainsi tout d’abord & développer chaque fonction finie continue d'une
variable # en une série de fonctions rationnelles fractionnaires de & qui finale-
ment peuvent dtre remplacées par des polynomes en z [cf. C. Runge, Acta math,
6 (1885), p. 236].

Voir aussi & ce sujet une note do J. Phragmén communiquée par G. Mittag-
Leffler [Rend. Cire. mat. Palermo 14 (1900}, p. 219] dans laquelle ce dernier
modifie aussi la démonstration de C. Runge en prenant pour facteur de discon-
tinuité la fonction

lim [(—gi=0+a™]
%=+
Cette démonstration est étenduc mux fonctions de plusieurs variables,

Une démonstration particulitrement simple, due & H. Lebesgue [Bull. sc.
math. (2) 22 (1898), p. 278), repose sur lapplication de la formule du binome
au développement en série de I'expression 4 [1 422 —1)]%

F. Borel | Legons %), Paris 1905, p. 50/6] expose et compare entre ellcs la
plupart de ces démonstrations, Il indique aussi [id. p. 80 et suiv.] une méthode
d'interpolation fournissant une démonstration du théoreme de K. Weierstrass.

H. Lebesgue [Rend. Cire. mat. Palermo 26 (1908), p. 325] a montré que
toutes les méthodes de repré fon citées découlent comme cas particuliers
d'un théoréme général dont il donne la démonstration.

L. Maurer [Math. Ann. 47 (1896}, p. 278] a étudié la représentation des
fonctions continues par des séries de fonctions transcendantes entiéres; ces
séries comprennent entre autres celles qui représentont les fonctions continucs
partout non dérivables (cf. n° 10 note 182*%) données par K. Weierstrass.

Sur I'extension, due & R. Baire, des développements en séries de polynomes
aux fonctions ponctuellement discontinues, voir n° 19 et plus particulicrement
Tarticle 1L 2.
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10. Fonctions dérivables. Pour des valeurs positives suffisam-
ment petites de 2, la différence f(a+h)—f(a) pent toujours, quelle
que soit la fonction continue envisagée f(z) et quelle que soit la
valeur euvisagée z = @, étre mise sous la forme

fla £ 1) —f(a) = o(+ Bola, ),
ot ¢ ne dépend pas de g, tandis que ¢ est une fonction de a et de
+ h convenablement choisie. La condition néeessaire et suffisante
pour que f(z) soit continue au point @ se présente alors sous la forme
o(+0)pla, +0)=0.

Supposons, en particulier, que T'on puisse déterminer unc fonction o
de -+ h qui tende, avec son argument +h, vers zéro d'mne fagon
monotone, et qui soit telle que le quotient ¢ (a, + £) de la différence
f(a - ¥) — f(a) par cette fonction o(+ 1), envisagé comme une fone-
tion de + h, reste fini et différent de zéro dans un intervalle déter-
1miné (0, 8). 11 est alors assez naturel de dire que la continuité de la
fonction £(z) au point « est d’autant plus grande que ¢ (4 h) s'évenonit
plus rapidement (13, 22) avec h, ce qui revient & prendre la fonction
o (- &) pour mesure de la continuité'®) de la fonction /(x) au point a.
On a donné & o (-4) le nom de degrd de continwité de f(x) en a.

TVautre part, le caractere de continuité en un point @ d'une fone-
tion f(x) univoque daps un intervalle (@ -—k, a 4 k) résulte aussi de
la fagon dont se comporte, quand & tend vers zéro, le quotient
pla, + 1) de la différence f{a £ k) — f(a) par Vane quelconque des
fonctions @ (+ ) fixée arbitrairement parmi celles qui tendent, avee
Pargument -+ %, vers zéro d'une fagon monotone. L’expérience montre
que le choix pour o(4h) de Pargument 4- b lui-méme se trouve
atre particulitrement avantageux; choisir ainsi o (4 %) revient & prendre
pour fonetion auxiliaire la fonetion

q)(ﬂ, i h) = f‘\” ‘t;l:]l Vf l“) .

U. Dini'®) a désigné sous le nom de derivdes de la fonetion f(2)

128) J. Thomae, Abriss ciner Theorie der complexen Funktionen, (1™ éd.)

Halle 1870, p. 40, 50; (2° éd.) Halle 1873, p. 9. P du Bois-Reymond, Zur Ge-
schichte der trigonometrischen Reiben, Tiibingue (s.d.) {1880, p.41; Functionenth.*®)
1, p. 289; trad. p. 186; C. R. Acad. se. Paris 92 (1881), p. 963. . Faber [Math,
Ann. 66 (1908), p. 89| a proposé ume mesure de la continuité qui est plus
précise et a moutré qu'd toute fonction continue de degré de continuité donné
on peut faire correspondre une fonction continue ayant un degré de continuité
moindre.

324) Fondamenti ™), p. 192; trad. p. 259/62 (n° 145). Voir aussi L. Scheeffer,
Acta math, 5 (1884/3), p. 52
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pour & = a, ou au point @, les quatre limites d’indétermination (n° 7)
w2, —0), o¢@ -0, ¢+, ¢4 +0

qui correspondent & ce choix de la fonction @(a, +7%). 1l les a
nommées

g, — 0 dérivée inférieure & gauche,

¢ (a, —0) dérivée supérieure @ gauche,

gla, +0) dérivée nférieure d droite,

@(a, +0)  dérivée supérieure a droite
de la fonetion f(z) au point a'®).

Toute fonction univoque f(#) dans un intervalle (@ —k, a+k)
admet au point @ les quatre dérivées de Dini; on les désigne souvent
sous le nom de ,nombres dérivés de Dini“; chacun de ces nombres est
ou bien fini ou + oo ou — oo,

Lorsque les dérivées supérieure et inférieure & gauche sont égales
en un point a, leur valeur commune est la limite & gauche @(a, —0)
de la fonction ¢ (a, = k) pour h=0; on l'appelle la dérivée d gauche
de la fonction 7(x) au point a.

De méme quand on a

@ (a, + 0) = ¢(a, +0) =9 (s +0),
on appelle cette valeur commune la dérivée d droile de la fonction
f(#) au point a.

Enfin quand £(z) admet en un point a une dérivée & gauche et
une dérivée & droite et que ces deux dérivées sont égales, on dib que
leur valeur commune est la dérivée (unique) de f(z) au point o et on
la désigne par f7(a). On a alors par définition, A étant toujours
supposé positif,

{(aw—;h) — @ _ i, 1@ -G—,Lt)}— fla)

r=+0

f'(a) = lim
h=+0

On dit quune fonction f(z) est dérivable'®) dans un intervalle
(4, X) lorsqu'elle admet, en chacun des points de cet intervalle, une
dérivée unique (qui peut d'ailleurs étre finie ou + oc ou — o0).

195) Voir 4 ce sujet l'article IT3. Plusieurs auteurs n'entendent sous le
nom de dérivées que les dérivées des fonctions analytiques et font usage dans
le cas de fonctions quelconques de la locution ,quotient différentiel.

126) P. du Bois-Reymond dit ,,fonction orthoide* pour ,fonction dérivablet.
[Functionenth.®) 1, p. 182; trad. p. 113},
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En g, il suffit qu'elle admette une dérivée 2 droite, en X une dérivée
& gauche.

On dit quune fonction f(x) est dérivable par sections dans nn
intervalle (2, X) lorsqu'elle admet une dérivée unique en chagque
point de cet intervalle, sauf en un nombre fini de points 127,

Une fonetion dont les quatre dérivées (3 droite, 2 gauche, supé-
rieure, inférieure) sont finies en un point a, est nécessairement conti-
nue en @,

In particulier, une fonction qui admet une dérivée wnique finie
en un point @ est nécessairement continue en ¢. Mais une fonction
f(#) peut fort bien admettre en un point @ une dérivée unigue
f(@) =+ o0, ou f'{@) =— oo, et n'éire pas continue au point a.
Ce nest done pas nn pléonasme que de parler de fonctions continues
dérivables %),

Lorsqu'une fonction f(z) est dérivable dans un intervalle (@, X),
on désigne par f'(z) la fonetion de » qui, quel que soit le point a
que T'on fixe dans ceb intervalle, prenne en ce point @ la valeur f{a).
On étend ensuite cette notation au cas ot f () est dérivable par sec-
tions dans un intervalle donng.

On admettait autrefois comme évident que toute fonetion continue
est dérivable, au moins par sections. Plus tard, & Pexemple d’ Ampére®),
on a cru pouvoir démontrer qu'il en est ainsi. Les recherches de
B. Riemann sur les conditions d'intégrabilité des fonctionsi®) et celles
de H. Hankel sur la condensation des singularités™) ont montré qu’il

127) €. Newmann [Kreis-, Kugel- und Cylinderfunct. ), p. 27] disait qu'une
fonction jouit d'une propriété . par sections* (abteilungsweise) dans un interyalle
wlorsque cet intervalle peut &tre' divisé en un nombre fini d’intervalles partiels
Jouissant de la propriété envisagée'. Cette fagon de parler offrant parfois quelques
inconvénients (lorsqu’on définit la continuité par sections par exemple), il vaut mienx
dire ,Jorsque la fonction jouit de la propriété envisagée en tous les points de inter-
valle sauf en un nombre fini d’entre cux®.

128) Ce ne serait un pléonasme que si l'on dounait, comme le fait 0. Stolz
par ox. [Grundsiige der Differential- und Integralrechung 1, Leipzig 1893, p. 32],
une définition de la dérivée d'une fomction impliquant la continuité de cette
fonetion.

129) A. M. Ampére, J. Ec. polyt. (1) cah. 13 (1806), p., 154.

130) Habilitationsschrift®%); Abh. Ges. Gott. 13 (1866/7), éd. 1868, math.
p. 105; Werke (2° éd.) p. 242; trad. p. 243.

131) Cf. n° 18, en partic. la note 224. H. A. Schwarz & donné en 1873 wn
exemple fort simple de fonction n'ayant de dérivée pour aucune valeur rationnelle
de la variable [Verh. Schweiz, Natwf. Ges. 56 (1873), éd. 1874, p. 262; Archives
sc. phys. et naturelles Gendve (3) 48 (1873), p. 83; Math. Abh, 2, Berlin 1890,
p. 269]. Voir aussi E. Pascal, Escreizi®®), p. 107,
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¥y a des fonctions qui pour toutes les valeurs rationnelles de z n’ont
pas de dérivée. On connait méme aujourd’hui de nombreux exemples
de fonctions continues gqui ne sont dérivables pour aucune valeur de @
le premier de ces exemples est dit a K. Weierstrass™); il est fourni
par la fonction définic par lexpression

n=f
Db cos (az ),

(@)

o0 a désigne un mombre entier impair et b un nombre positif in-
férieur & 1, tel que I'on ait ab > 3—;—‘—&— 1.

11. Fonctions monotones par sections et fonctions ordinaires.

Les fonctions algébriques et les quelques fonctions transcendantes
élémentaires que I'on envisageait uutrefois peuvent étre représentées
dans chaque intervalle fini par un mombre fini dares de courbes

132) K. Weierstrass » donné cet exemple, dés 1861, dans un cours professé
i Berlin [of. H. 4. Selwarz, Math. Abh1%) 2, p. 269]; il a ét6 publié par
P. du Bois Reymond [J. reine angew. Math, 79 (1875), p. 29]; of. K. Weierstrass,
Werke 2, Berlin 1895, p. 71, 223, 228. A. Tauber [Monatsh. Math. Phys. 8 (1897),
Pp- 389] remarque que, pour a pair, la fonction de Weierstrass n'est pas dérivable
quand ab*>>5. @ Darbouz [Ann. Ee. Norm. (2) 4 (1875), p. 107] & donné un
exemple de fonction gui n'est dérivable pour sucune valeur de la variable; cet
cxemple, dont la publication coincide avec celle de la fonction de Weierstrass
a ¢t¢ ensuite géndralisé par . Darbouz lui-méme [Ann. Ee. Norm. (2) 8 (1879),
p- 195]. U Dind [Aun. mat. pura appl. (2) 8 (1877), p. 12 ; voir aussi Fon-
damenti %), p. 158/56; trad. p. 218/29 (n° 124/9)] a, le premier, donné des types
généraux de fonctions continues qui ne sont dérivables pour aucune valeur de
la variable. Des exemples du mime genre sont dus & M. Lerch [I. reine angew,
Math. 103 (1888), p. 126].

H. von Kock [Arch. math. astron. och fys. (Stockholm) 1 (1904/5), p. 681] a
donné un exemple de ,.courbe continme sans tangente* qui, sous une forme géo-
métrique, fournit également un exemple de fonction continue sans dérivée;
E. Cesaro [Atti Accad. sc. fis. mat. (Naples) (2) 12 (1902/5), éd. 1905, mém.
n® 15; Archiv Math. Phys. (3) 10 {1906), p. 57] et A. Broglio [Giorn. mat. (2;
18 (1906}, p. 168/80] ont étudié ce méme exemple en se plagant au point de
vue purement analytique et 'ont généralisé de diverses manidres.

G. Faber [Jahresb. deutsch. Math.-Ver. 16 (1907), p. 588] et G. Landsberg
[id. 17 (1908), p. 46] ont donné des exemples de fonctions continues sang
dérivées, particuliérement simples se présentant sous wue forme analytiqne et
ayant cependant un caractire géométrique.

&. Steénitz [Math. Ann. 52 (1899), p. 58] et G. Faber [id. 66 (1908), p. 81]
ont étudié d'une fagon tout 4 fait générale les conséquences que U'on peut déduire
du fait pour une fonction continue de n'étre pas dérivable.

Au sujet de la fonction de Weierstrass, voir aussi les notes 186 et 219,

.Les recherches récentes sur l'existence des dérivées seront exposées dans
Tarticle 1T 2.*
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quon ne saurait couper en plus de deux points par une droite
et dont ancun point n'est un point singulier (cf. n° 15) sauf parfois
les deux points extrémes ol lare se raccorde & un segment ou 2
un autre arc. Il faut toutefois se garder de croire que lon peut
de méme associer & toute fonction continue d’une variable une image
analogue). Méme parmi les fonctions dérivables il y en a qui ne
peuvent étre représentées de cette manmibre; c'est le cas, par exemple,
pour toutes celles des fonetions non-monotones par sections™) qui
sont cependant dérivables. Il est d'ailleurs aisé de former de telles
fonctions, soit qu'on ait en vue des fonctions continues, dérivables
en un point, et admettant aux environs de ce point une infinité de
maximés et de minimés, en sorte qu'elles ne sont pas monotones
aux environs de ce point'™), soit qu'on envisage des fonctions con-
tinues dérivables dans un intervalle qui admettent dans toute partie
de cet intervalle, quelque petite qu'on la fixe, une infinité de maximés
et de minimés?®), en sorte qu’elles ne sont monotones en aucun point
de cet intervalle.

Des exemples tres simples mettent aussi en évidence que la

138) Cf. O. Stolz, Allg. Arith%%) 1, p. 194; Grunduiige '*%) 1, p. 135.

Ce n'est pas ici qu'il convient d'exuminer dans quelle mesure la notion
géométrique la plus générale de courbe plane, & laquelle puisse prétendre par-
venir un philosophe idéaliste & l'aide de V'intuition spatiale, se confond avec celle
de courbe formée de segments de droites et d’arcs de courbes juxtaposés d'un
type convenablement choisi. Si l'on se place au point de vue empirique la
question ne saurait étre posée car i toute courbe congue 4 l'aide dc notre intui-
tion spatiale correspond, & ce point de vue, non une fonction mais, suivant la
terminologie de F. Klein, tout un trait fonctionnel [cf. n° 5, note 74], en sorte
qu'une courbe géométrique congue dans l'espace me peut fournir qu'une image
approchée d'une fonction continue et que, pour cet objet, les courbes congues
dans Pespace comme formées de segments de droite et d'arcs de courbes juxta-
posés suffisent évidemment.

184) P. du Bois-Reymond [J. reine angew. Math. 79 (1875), p. 33] dit des
fonctions monotones par sections qu'elles satisfont a la condition de Dirichlet
[J. reine angew. Math. 4 (1829), p. 168; G. Lejeune Dirichlel, Werke 1, Berlin
1889, p. 131].

185) Par esemple, la fonction f(z) définie par la condition que f(0} =0 et
que pour z différent de zéro, on ait

w1
flz)y=2a sm;zy

oil » est fixé arhitrairement parmi les nombres qui ne sont pas plus petits que 2.
Cette fonction est continue et dérivable au point z = 0 et admet copendant une
infinit¢ de maximés et de minimés aux environs du point x=0.

138) A. Koepeke [Math. Ann, 35 (1890), p. 104; ce mimoire avait été pré-
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continuité et la monotonie d’une fonction aux environs de points
déterminés nentrainent aucunement la dérivabilité de la fonetion en
ces points™). Il résulte méme de recherches de K. Weierstrass, de
H. A. Schwarz et de U. Dini que certaines fonctions continues mono-
tones ne sont dérivables dans aucun intervalle fini quelque petit qu'il
soif13%),

En énumérant les conditions nécessaires pour qu'une fonetion
d’une variable, univoque dans un intervalle fini, puisse &tre représentée,

cédé de deux antres (Math. Ann. 20 (1887), p. 123; 34 (1889), p. 161) qui pré-
sentent encore quelques lacunes] a donné un procédé permettant de s'approcher
indéfiniment par des constructions géomdtriques des fonctions rentrant dans ce
type, procédé défini par un passage & la limite. Il a donné eusuite une ex-
pression analytique de ces fonctions [Mitt. math. Ges. Hamburg 2, Festschrift
1890, éd. Leipzig 1891, p. 12853] au moyen d'une série trigonométrique i double
entrée. 1. Pereno [Giorn. mat. (2) 4 (1897), p. 132| & simplifi¢, en le modifiant
quelque peu, lexemple donné par A. Koepcke.

T. Brodén [Ofversigt Vetensk. Akad. firhandl. (Stockholm) 57 (1900), p. 423,
728] et A. Schoenflies [Jabresb. deutsch. Math.-Ver. 8 (189Y), éd. 1900, p. 164;
Math. Ann. 54 (1901), p. 553] donnent des procédés simples, ayant tous deux un
caractére gonéral, pour construire des fonctions dérivables & maximés et minimés
formant un ensemble dense dans un intervalle donné. D. Pompein [Math. Ann.
63 (190T), p. 326] a construit une fonetion particulitrement simple rentrant dans
le méme type, en s'appuyant sur ce que, dans tout intervalle fini, quelque petit
qu'il soit fixé, la dérivée d'unme telle fonction s'annule au moins une fois.

Des considérations géométriques avaient amené P. du Bois-Reymond &
douter qu'il y eit de telles fonctions [J. reine angew. Math. 79 (1875), p. 32];
{7. Dini, an contraire, admettait leur existence comme fort probable [Fondamenti *%),
p. 2635 trad. p. 383 (n° 200)]. I Hankel [Math. Ann. 20 (1832), p. €3] avait cru en
donner un premier exemple, mais il se trouvo que les oscillations de la fonetion
qu'il envisage se compensent (n® 20, note 270) en sorte que son exemple est
illusoire.

7) Envisageons par esemple la fonction f(x) définie pur la condition que
£(0)==0 et que, pour z différent de zéro, on ait

fla) =2 {1 4 §sin (log z%)].
Cette fonction est partout continue et monotone, mais elle nest pas dérivable
au point 2 = 0.

138) K. Weierstrass a donné le premier exemple d'une fonction continue
monotone non dérivable dans un ensemble dense, dans ses Cours professés &
I'Université de Berlin, Cet exemple est formé par un procédé analogne i celui
de la condensation des singularités (n° 18); il m'a été publié qu'en 1882 par
.Cantor [Math. Ann. 19 (1882), p. 591]. Voir aussi J Liroth dans U. Dini,
Grundlagen #), p. 200.

Dés 1873, H. A. Schwarz avait donné [Math. Abh.1*%) 2, Berlin 1890, p. 269]
un second exemple d'une fonction continue monotone non dérivable dans un
ensemble dense, ot en 1878 /. Dini [Fondamenti™®), p. 168; trad. p. 23t (n°131)]
avait envisagé un type plus général de fonctions jouissant de cette méme propricté
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dans cet intervalle, par un nombre fini de segments de droite et d'arcs
de courbe du type envisagé, on ne saurait donc laisser de edté ni
la condition de continuité (n® 10), ni celle de dérivabilité, ni celle de
monotonie par sections. Et comme, par une simple transformation
de coordonnées'™), on peut parfois faire apparaitre ou disparaitre,
dans un intervalle fini, une infinité de maximés et de minimés de la
fonetion que T'on envisage, il importe de préciser encore la derniére
des trois conditions précédentes en disant que la fonetion doit atre
monotone par sections quelle que soit la direction que l'onm choisisse
pour axe des abscisses.

P. du Dois-Reymond a désigné sous le nom de fonctions ,ordi-
naires* les fonctions satisfaisant aux trois conditions que lon vient
d’énoncer 149),

12, Fonetions indéfiniment ddrivables. Fonections analytiques.
On dit qu'une fonction uvnivoque finie et continue d'une variable z
est indéfiniment dérivable dans un intervalle (x,, X) lorsqu'elle ad-
met, dans cet intervalle, des dérivées de tous les ordres (en a, des
dérivées & droite, en X des dérivées & gauche).

De ce qu'une fonction est indéfiniment dérivable, méme dans tout
intervalle, il ne g'ensuit pas qu’elle a nécessairement partout le carac-
tere d'une fomction ordinaire™). Les points aux environs desquels
elle n'a pas ce caractbre peavent d'ailleurs &tre en nombre infini,
méme dans un intervalle fini; mais il semble définitivement acquis,
4 l'aide de considérations empruniées & V'étude générale des dérivées
d'une fonction'#?), que ces points me peuvent former un ensemble
dense dans un intervalle fini.

On dit qu'une fonction f(x) est analytique aux environs d'an point

139) On peut aussi atteindre le méme but en ajoutant & la fonction envi-
sagée [(x) une fonction linéaire de z, convenablement choisie (cf. n® 20).

140) C. G. J. Jacobi appelait parfois ,raisonnables (verniinftig) les fonctions
continues n'admettant, dans un intervalle fini, qu'un nombre fini de maximés et
de minimés, et ayant cn chacun des points de cet intervalle des dérivées
premiéres et gecondes.

141) La fouction, indéfiniment dérivable dans tout intervalle, définie, pour
=0, par la condition f(0) = 0 et, pour « différent de zéro, par la relation

par exemple, n'est pas une fonclion ordinaire aux environs du point z = 0.
142) Voir U. Dini, Fondamenti ™), p. 168; trad. p. 230 (n® 130).
Si done on cherchait & former par condensation (n° 18) au moyen de fone-
tions comme celle définie dans la note 141, une fonetion f(z) ayant, aux envi-
rons de chaque point d’'un ensemble dense dans un intervalle fini, la singularité
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@ lorsqu'elle peut étre représentée, aux environs de ce point a, par
une série entiere en z —a. On admettait autrefois comme évident
que toute fonction de z indéfiniment dérivable en un point @ et aux
environs de ce point ¢ est une fonction analytique de # aux environs
du point ¢**). On sait aujourd’hui qu'il n'en est pas ainsi. On sait
méme qu'une fonction peut étre indéfiniment dérivable en chacun des
points d'un intervalle sans &tre pour cela fonction analytique aux envi-
rons d’aucun de ces points'*) [voir larticle I 3].

On a dailleurs réussi & préeiser 'ensemble des restrictions aux-
quelles il faut soumettre une fonction indéfiniment dérivable f(z)
pour gquelle soit fonction analytique de z aux environs d'un point a;
la fagon dont la dérivée d’ordre # de f(z) devient infinie auz environs
du point @ quand » augmente indéfiniment, joue ici un réle important,
méme quand & partir d'un certain indice », les expressions ot FO(a)]
tendent toutes vers zéro aussi rapidement que possible'®), de fagon
que la série de Taylor ayant pour terme général % ) a)(x — a)
converge sans cependant représenter la fonction f(2).

Une fonetion f(z) a tous les caractéres d’une fonetion ,ordinaire®

dont il est question ici, il faudrait nécessairement que les oscillations, en nombre
infini, de cette fonction se compensent de telle fagon que, dans chaque intervalle,
choisi aussi petit que l'on veut, se trouvent des points od la fonction f(x) soit
monotone (ef n® 20).

148) L'exemple du contraire donné par A. L. Cauchy n’est pas entidrement
probant. Voir A. Pringsheim, Mathematical papers of the Chicago Congress 1893,
éd. New-York 1896, p. 288 (remarques historiques) et voir aussi l'articlo IL 3.

144) Une fonction f(r), indéfiniment dérivable, peut dtre, aux environs de
certains points @, une fonction analytique undatérale [A. Pringsheim, Math. Ann.
44 (1894), p. 54] en sorte que f(z) = f(a -+ ) n'est représentée par la somme
de Ia série de Tuylor £(a) + /@ + -+ o O 4o que d'mn c0t6 du
point a; de l'autre coté du point @ il n'en est pas ainsi quoique cette méme série
soit convergente.

145) A. Pringsheim, Math. papers Chicago 14%), p. 294; Math. Ann. 44 (1894},
p. 79. Izemples [Math. Ann. 42 (1893), p. 169, 161]: Les fonctions

y=+w

(ot &>>1)

ne peuvent, nj I'une ni l'autre, étre développées en séries entitres en @ Il est

vral que a,=—

h—!f,("’(O) = (—1)*¢*" tend vers D'infini si rapidement que la série
de Maclaurin ayant pour terme général @, 2 est partout divergente; mais, par contre,
1, Zics P .

b, = i ™ (0) = (—1)* (8) tend vers zéro si rapidement que la série de

Maclaurin ayant pour terme géncral b,2" est partout convergente.
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partout od elle est analytique. Ce qui précéde montre que la question
analogue concernant la mesure dans laguelle une fonction indéfiniment
dérivable, mais non analytique, a les caractéres d'une fonction ordi-
Daire, ne saurait étre considérée comme entitrement élucidée ).

13. Valeurs impropres d’une fonction. Formes indéterminées
0 oo
9 Foo
commencé par envisager U'ensemble des fonctions univoques et conti-
nues d’une variable; parmi ces fonctions on a distingué celles qui
sont indéfiniment dérivables et, parmi ces derniéres, les fonctions
analytiques dont on peut dire qu’elles sont les plus parfaites de toutes
an point de vue de la continuité.

En conservant le méme point de départ, mais en suivant une
marche inverse, on va maintenant rencontrer des fonctions dont on
peut dire qu'elles sont de moins en moins parfaites au point de vue
de la continuité et lon aboutira enfin aux ,fonctions entitrement
discontinues” qui sont, par rapport aux fonctions continues, les plus
dégénérées que l'on puisse concevoir. A cet effet, il convient de mettre
tout d’'abord en évidence les diverses solutions de continuité que peut
présenter une fonction supposée continue en général.

Puisque, pour définir la continuité & une fonction f(x) en un point
@, on a supposé essentiellement que le nombre f{a) était défini, toute
fonction f(x) qui n'est pas définie en un point a doit étre rangée parmi
les fonctions mon-continues en ce point @, méme lorsque cette fonction
est définie et continue pour tous les points aux environs du point a.

Supposons que f(@) ne soit pas définie au point a. Il peut alors
arriver que les limites de gauche et de droite

fla=0), fla+0)

» 0 (% o), et autres analogues. Dans ce qui précede, on a

146) L. Maurer [Math. Aon. 41 (1893}, p.377) o donné des conditions
suffisantes pour qu'une fonction monotone par sections eoit ind¢finiment dérivable
(voir en particulier 4 la p. 388 de son mémoire la quatritme condition imposée
A la classe des fonctions envisagées).

F. Borel [C. R. Acad. sc. Paris 118 (1804}, p. 342; Thése, Paris 1894; Ann.
Ec. Norm. (3) 12 (1895), p. 42; Legons1®), Paris 1905, p. 68] a montré que l'on
peut reprisenter les fonctions nou analytiques, indéfiniment dérivables, par une
cxpression de la forme

4,07+ B, cosxx O, sinxa]

) (%]
i convergence uniforme assez rapide, donc par la somme d'une fonction analy-
tique et d'une série de Fourier indifiniment ddrivable. E. Borel [C. R. Acad.
sc. Paris 121 (1895), p. 811, ¥33; Ann. Ec. Norm. (3) 13 {189¢), p. 79] a ensuite
étendu ses résultats aux fonctions de deux variables.
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aient une méme valeur finie et déterminée b [exemples note 95]
Dans ce cas on attribue souvent cette valeur b a la fonction f(z) an
point @ et, quoique f(a) ne soit pas définie, on convient alors de dire
que f(2) = b pour & = a; b est ce qu'on appelle la valeur impropre™™)
de la fonction f(z) au point a. On dit alors aussi que la fonction
f(z) est improprement définie™*®) au point a. Cette fagon de parler
est souvent commode; au fond elle met en évidence le fait que, dans
Pétude des fonetions f(x) qui ne sont pas définies en un point a, on
peut, quand
fla+0)=fla—0),

écarter la non-continuité.

Envisageons, par exemple, une fonction

9 (@)
@)=
qui, pour x =@, se présente sous la forme % ou sous la forme :L‘%,

soit parce que, pour & — a, les deux fonctions p(z) et ¥(z), ou les
deux fonctions %, 'I_:ﬁ: s'annulent, soit encore parce que les nombres
@(a), ¥(a) ne sont pas définis et quon a & la fois

lim @(z)=+ oo, lim (z) =4 .
T=at0 z=a+0

Il peut alors arriver que les deux limites

lim 282 ot lim 29
z=ato V@) z=a—0 ¥ @)

existent et aient une valear commune b. il en est ainsi, on se
trouve dans le cas envisagé ov, f(a) n'étant pas définie, f(z) est im-
proprement définie™*?) au point a. Il s'agit alors de déterminer la
valeur impropre b de la fonction f(z) au point a.

La régle que l'on applique généralement & cet effet sous le nom
de rigle de I Hospital™) nlest que la traduetion de I'égalité

lim 2@ _ i 20
ema®@ oY@

147) A. L. Cauchy [Analyse alg.!®®), p. 45; Euvres (2) 3, p. 61] dit ,valeur
singuliere” de la fonction; P. du Bois-Reymond [Functionenth.®®) 1, p. 234; trad.
p- 177:8] dit ,valeur indirecte" de la fonction.

148) Cette expression a 6té employée au n° § dans un sens un peu différent
mais aucune ambiguité n’est & craindre de ce fait.

149) On dit souvent, dans ce cas, que b est la vraie valeur de I'expression
indclerminée envisagée; mais cette fagon de parler laisse beaucoup & désirer.

160} On devrait dire régle de Jean Bernoulli plutdot que régle de VHospital
car quoique cette régle ait été publide d’abord par . F. 4. de L’ Hospital [ Ana-
lyse des infiniments petits pour l'intelligence des lignes courbes, Paris 1696, § 163;
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od ¢'(z), ¢'(x) désignent les dérivées des fonctions ¢(x), ¥(x), prises
par rapport i .

Cette égalité a effectivement lieu, au moins sous certaines restric-
tions, mais avant A. L. Cauchy les démonstrations que l'on en donnait
étaient tout & fait insuffisantes™). La démonstration de A. L. Cauchy'>?)
repose sur le théoreme des accroissements finis (voir larticle II 3),
d'od I'on déduit immédiatement I'égalité1%%)

plath—g@ _ gla0h

Fra FATTIR

plat+h—y@ W (a4-6h)

(2° €d.) Paris 1715, p. 145/6] sous une forme géométrique, ,Jean Berroulli 'avait
communiquée & (+. F. A. de 17 Hospital dans une lettre datée du 22 juillet 1694
[ef. @. Enestrom, Ofversigh Vetensk. Akad. forhandl. (Stockholm) 51 (1894),
P. 207/305].* Apréslamort de G. F. A. de I’ Hospital, Jean Bernoulli avait d'ailleurs
€énergiquement réclamé cette régle pour sienne [Acta Erud. Lps. 1704, p. 875;
Opers 1, Lausanne et Genéve 1742, p. 401]; il I'a, en outre, complétée en envi-
sageant le cas od l'on a & la fois ¢’ (a) =0 et %'(a) — 0.

A1 convient d'ajouter que G. F. A. de I'Hospital, dans la préface de son
ouvrage (p. XIV), dit expressément qu'il s’est servi sans facon des découvertes
des Bernoulli, surtout de celles de Jean Bernoulli, et de celles de G. W. Leibniz
et qu'il consent qu'ils en revendiguent tout ce qui leur plaira.*

151) La démonstration qui consiste, quand g(a) = v(a) =0, & partir de
Tidentité

p@-th) oa+h)—o@ vath)--va,

b@+h) 3 i 1)
et & passer & la limite pour 4~ 0, ne permet d'établir I'égalité en question que sous
T'hypothése que les dérivées g”(a) et ' (a) existent et ne sont ni toutes deux nulles,
ni toutes deux infinies. Quand g’ (@)=’ (a)=0, on peut il est vrai, déterminer
¢ @ 9'(a)
¥ (@) ()

que cette vraie valeur est aussi celle de ﬁ repose sur une interversion de deux

+ mais la conclusion

passages & la limite que rien ne légitime [cf. W. F. Osgood, Annals of math.
(1) 12 (1898/9), p. 68].

1562) Legons sur le caleul différentiel, Paris 1829, p. 34, 39; (Buvres (2) 4,
Paris 1899, p. 810, 316.

153) On peut aussi [voir par ex. C. Jordan, Cours d’Analyse®!) 1, p. 270]
démontrer rigoureusement I'égalité

tim 20 _ 1 90
cma (@ Lo aw“’)(zy

LGOIy D,

dans le cas o I'ona g(a)=p(@)=0, ¢’ (@)= (a) =0, ..

mais ol P'une au moins des deux dérivées ¢®ia), w(")(a\ n'est pas nulle, en
s'appuyant sur la formule de Taylor qui n'est d'ailleurs elle méme [voir
V'article I 8] qu'une extension de la formule des accroissements finis; mais les
hypotheses que l'on est alors obligé de faire ont un caractére plus restrictif
que quand on fait nsage de la méthode indiquée par A. L. Cauchy'%).
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0 étant un nombre déterminé compris entre 0 et 1; elle est rigoureuse
dans le cas ot, pour # =a, on a

P(@) =0, ¥(z) =
mais dang le cas, déja envisagé par L. Euler'™), o, pour z=a, on a
9(#) =+ o0, ¥(@) =+ o,

la démonstration de A. L. Cauchy'®) elleméme laisse encore & désirer
eb il en est de méme de la plupart des démonstrations'™) données
aprés lui®®?),

La premidre démonstration ne donnant aucune prise i la critique
est celle de O. Stolz'%); elle s'appuie sur un lemme que lon trou-
vera plus loin'®) énoncé immédiatement aprés un théordme de
A. L. Cauchy™) dont il est la généralisation.

0. Stolz a d’ailleurs aussi donné une seconde démonstration rigou-
reuse de la méme égalité’™) qui s'appuie sur un lemme do & P. du
Bois-Reymond'®) et & V. Rouquet'®'), lemme d’aprés lequel, si

lim f'(x) =
z=tw
(on # peut dtre fini ou + co ou — oc), on a aussi

. 1 -
i [S 7] =

V. Rouquet ne s'est pas horné & établir ce lemme; il a cherché a en
déduire I'étude complete du eas cnvisagé oit, pour z =a, f(z) se
présente sous la forme

+oo

+os’
mais cette derniere étude n'est pas entidrement 4 labri de toute
critique.

154) Institutiones caleuli differentialis, St Pétersbourg 1755, p. 756.

155) Caleul diff.!%), p. 41; Guvres (2) 4, p. 319.

156) Voir par ex. F. N. M. Moigno, Legons de calcul différentiel et de
calcul intégral 1, Paris 1840, p. 41; J. 4. Serret, Cours de caleul différentiel
et intégral (17 éd.) 1, Paris 1868, p. 185; (5° éd.) 1, Paris 1900, p. 182; Ch. Her-
mite, Cours d’Analyse de V'Ec. polyt. 1, Paris 1873, p. 200,

167) Voir O. Stolz, Math. Aun. 14 {1879), p. 231.

168) 0. Stols, Math. Anu. 14 (1879), p. 238/9.

139) 0. Stolz, Math. Ann. 15 (1879), p. 556.

160) Ann. mat. pura appl. (2) 4 (1870/1), p. 346; Math. Ann. 16 (1880),
p. 550.

161) Nouv. Ann. math. (2) 16 (1877), p. 113/6.
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En utilisant l'idée fondamentale qui avait présidé & la démons-
tration que P. du Bois-Reymond a donnée de son lemme, on est
parvenu & une démonstration a la fois rigoureuse et directe de la régle
qu'il convient de substituer & la régle de 'Hospital pour déterminer,
quand une fonction est improprement définie en un point @, sa valeur
impropre b.

Cette démonstration, qui differe des précédentes, se trouve pour
la premidre fois dans le traité de calcul différentiel de A. Genocchi
publié par G. Peano. La démonstration de J. Tannery rentre dans le
méme ordre d’idées; O. Stolz se place & un point de vue un peu plus
général 162),

Voici la régle en question: on a

lim 2@~ tim ¥ (@)

smaro Y@ aogio V@

lorsque, d'une part, la limite qui figure dans le second membre
existe et que, d’autre part, on se trouve dans l'un ou l'autre des deux
cas suivants:

1°) lim @(r)— lim ¢(z)=0;
z=a+0 z=at+0

¢ (%), ¥(z) continues dans un intervalle fini (a, a +7);

@ (z), ¥(z) dérivables et ¢'(z) différent de zéro dans l'intervalle
(@+0, a+h);
2°) lim #(z)=

z=a+0

@ (2), ¥(z) continues, dérivables et ¥'(x) non seulement différent
de zéro dans un intervalle fini (@ + 0, @ - %) mais encore de méme
signe dans tout cet intervalle.

Cette rdgle fournit d'ailleurs aussi les éléments nécessaires pour

déterminer, dans certains cas, la valenr impropre d'une fonetion z-(j-;%

en un point # = a oi les deux limites

lim K (%), lim ¥’ ()
z=a+0

T=a+

162) A. Genocchi, Caleolo differenziale, publ. par G. Peano, Turin 1884,
p. 178 (n° 126); J. Tannery, Introduction & la théorie des fonctions d'une variable,
(17 éd.) Paris 1886, p. 268; (2°6d.) 1, Paris 1904, p. 405; O. Stolz, Grundziige 1*) 1,
p. T7. On trouvers [id. p. 81, 82] et aussi dans E. Bortolotti [Aun. mat. pura
appl. (3) 8 (1903), p. 246] des conditions plus générales encore sous lesquelles on
peut appliquer la méme regle.

La démonstration qu'a donnée W. F. Osgood [Annals of math. (1) 12
(1898/9), p. 76] est un peu plus simple encore, mais les hypoth¥ses qu'il fait ont
un caractdre plus restrictif.

18, Valeurs impropres d'une fonction. 5D

sont toutes deux nulles, ou toutes deux infinies. Il suffit alors, en
offet, dappliquer & @'(z) et ¢'(2) la régle que on vient d'énoncer
pour @(2) et ¢(z). On peut de méme l'appliquer successivement,
gil y a liew, aux dérivées de tous les ordres de @(z) et P(x)1%9).
La méme régle peut aussi &tre aisément étendue aux cas o,
au lien du passage & la limite, limz — a 4 0, on envisage Tun des
passages a la limite, limr =a—0, limz =+ o0, limz — —oo; il suffit
pour cela d’effectuer des substitutions évidentes de caractére élémentaire.
On peut aussi déterminer la valeur impropre d'une fonction se
présentant sous une forme indéterminée, en s'appuyant sur un théoréme

163) Il ne faudrait pas croire qu'il suffit toujours d’appliquer un nombre
fini de fois cette régle aux quotients des dérivées suceessives de ¢(x) et de p(x)
pour obtenir la ,vraie valeur b. En prenant par exemple
i
-

gy =¢ =, pla)==2"
ot >0, on appliquerait en vain cette régle pour lim = 0; c'est par une autre
voie que l'on trouve ici hm ?{x;— 0.

La régle est m{ime en défaut un nombre infini de fois quand on prend
132 1)¢ 1) 1\*
Qlx) =zxe (") —e (’), o (x) =we (’) +e (’);

on le voit aisément en utilisant le résultat précédent. C'est par une méthode

directe que I'on trouve ici - e
Lt &) 6]
¢

RN EITE)

=1

14 ©
[l peut anssi arriver que l'expression
liza 240
z=a P(2)
ait une valeur déterminée alors méme que, pour limz=a, le quotient : Ez;

n'aurait pas de limite (ni finie, ni + 0c). Ainsi pour
L1 o :
@ (x) == x*sin =’ Pix) =sinz

on trouve immédiatement
c 1
hmw() 1im(i)um—=o,
z=0

r=0W (@) sin z,
tandis que
L1 1
N 22 8in — —CO8 —
oxn___  ® 0z
W' (%) cos

n'a pas de limite (finie, ou 4 o0) pour lim o =0.
Voir H. Laurent, Traité d'Analyse 1, Paris 1885, p. 372 ot suiv.; O. Stolz,
Grundziige %) 1, p. 76; E. Pascal, Esercizi®), p. 240/8.
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de A. L. Cauchy') d’aprés lequel ,si pour des valeurs croissantes
de z, la fonction @(z+ 1) — @(2) admet une certaine limite, la
fonction q’—f} admettra Ja méme limite“ en sorte que l'on aura

lim £ im [p(z+1)—g@)];
z=+m a=tw
ou encore, en s'appuyant sur la généralisation de ce théoréme due 2
O. Stolz*®) et & laquelle on a fait allusion plus haut:

Désignons par ¢(z) une fonction finie dans tout intervalle fini
(@, X) et par ¥(z) une fonction monotone de x pour x> x,. Si
Pon a, soit

lim @(x)=0 et lim (s
T tw

2= o

soit Pune ou lautre des deux relations
lim o (z) =+ oo, lim () =— o0,
=+ ® =4 o
et si alors, & désignant une constante (positive ou négative), la fonction
ge+h—o@
Ptk —piz)
admet une limite pour limz =+ oo, la fonction

P @

b (x)

admettra néeessairement la méme limite pour limx = + oo, en sorte
que P'on aura
@) _ i et —e@)

I A W S
e v@ T LT, RE R v

L. Euler'*®) a encore envisagé d’autres formes indéterminées telles

164) Analyse alg.’®), p. 48; (Buvres (2) 3, p. 54 (voir aussi 13, 22),

165) Allg. Arith.5%) 1, p.176. 0. Stolz et J. A. Gmeiner, Funktionenth. '), p. 33,
0. Stolz avait dailleurs déja démontré quelques anndes auparavant le méme
théoréme [Math. Ann. 14 (1879), p. 232, 234] mais sous des hypotheses un peu
plus restreintes. Une proposition démontrée par E. Cesdro [Atti R. Accad. Lincei
Rendie. (4) 4 1 (1888), p. 116/8] est comprise comme cas particulier dans le
théoréme di & O. Stolz. A la suite de la démonstration par J L. W. Jensen
[C. B. Acad. sc. Paris 106 (1888), p. 833] d'un théordme plus général que celui
de 0. Stolz, ce dernier a ¢tabli [Math. Ann. 33 (1889), p. 289/45] plusieurs pro-
positions qui permettent de généraliser encore de diverses manitres les résultats
obtenus.

166) Calc. diff.*e4), p. 757.

La fagon dont L. Euler avait dans cet ouvrage envisagé les divers symboles
d’indétermination ne prétait pas & ambiguité eb était, au fond, exacte. Malgré
celn, dans son traité d'Algbre [Vollstindige Anleitung zur Algebra 1 (section I

13. Valews impropres d’une fonction. b7

que
0(+ o), HocoFoo

et a montré comment on peut ramener aux cas précédents la déter-
mination de la valeur impropre des fonetions qui, pour une valeur
particulitre de la variable, se présentent soms l'une de ces formes.

A. L. Cauchy a montré que I'on peut déterminer la valeur im-
propre d'une fonction qui, pour une valeur particulitre de la variable,
se présente sous l'une des formes indéterminées

j‘_mo! 00’ 1+ﬂ°’ 17'”7

en g'appuyant sur une’®’) ou l'autre'®®) des relations

chap. 16, n° 175), 8t Pétersbourg 1770, p. 104; trad. par Jean 111 Bernoulli, avec
additions par J. L. Lagrange 1, Lyon 1774, p. 127], de ce que l'égalité 2°—1
a lieu quelque petit que soit # en valeur absolue, L. Euler conclut que l'on a
toujours 0°= 1; dans les additions & la seconde édition des ,Institutiones ealeuli
differentialis* de L. Euler, 2, Pavie 1787, p. 813, on rencontre d'ailleurs aussi une
soi-disant démonstration de égalité 0°=1. G. B. 1. T. Libri [J. reine angew.
Math. 10 (1833), p. 305] semble attribuer cetto addition & L. Mascheroni. ,D’aprés
G. Enestrom, clle est probablement due & I'éditeur I. Speroni [of. Bibl. math.
(3) 9 (1908), p. 176]%

Méme aprés que A. L. Cauchy [dans ses publications citées notes 133, 134
et 135] ent entidrement élucidé cette question, G. B. I T. Libri [J. reine angew.
Math. 10 (1833), p. 305 (mémoire sur les foncti disconti lu le 21 mai
1832 & l'académie des sciences de Paris)] a encore essayé de démontrer a
nouveau 1'égalité 0°=1; il prétend, en outre, démontrer que 'expression 0%
ne peut prendre que l'une des valeurs 0, 1 ou 4 00 quel que soit z. Malgré
les objections formulées & cet égard par un ,Anonyme" [J. reine angew. Math.
11 (1834), p. 272/8] (qui renvoie aux publications de 4. L. Cauchy), 4. F. Mobius
[id. 12 (1834), p.134/6] cherche & démontrer que l'on a toujours 0°=1; il s'appuie
i cet effet sur une démonstration donnée par J. F. Pfaff de I'égalité (d’ailleurs
exacte) lim 2"=1. Malgré les nouvelles réserves formulées immédiatement

aprég cefte Upuh]icaﬁnn [id. 12 (1834), p. 292/4], il ne semble pas que ni G. B.1. 7.
Iabri ni A. F. Mobius aient jamais reconnu nettement leur erreur. ,Et en 1856
encore, I Unferdinger [Archiv Math. Phys. 26 (1856), p. 226] croit pouvoir
démontrer que 0°==1; il est d’ailleurs auvssitdt réfuté par M. Cantor [Z. Math.
Phys. 1 (1856), p. 244/5].*

167) Analyse alg.'®), p. 53, 68; (Buvres (2) 3, p. 58, 70.

168) Résumé des legons données & I'Ec. polyt. sur le caleul infinitésimal,
Paris 1823, p. 4; (Buvres (2) 4, Paris 1899, p. 15/6.

La marche suivie par A. I.. Cauchy consiste & montrer que I'on a, en dé-
signant par » un nombre naturel guelconque,
. 1\* . 1\kv
lim (1‘*'?) — lim (1 i,,) ;

2=t =t

elle fournit un exemple de la fagon dont on peut définir la limite d'une fonction,
en se conformant au procédé indiqué dans la note 86 de cet article.
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. L @x+41)
RO :| L Tew

Jim (14 ’z) -
(ot e est la base des logarithmes naturels) dont la premiére sup-
pose d'une part que g(z) admet une limite positive déterminée pour

2@t 1) +1) qui figure dans

lim # = - 0o, d’antre part que la fonction
son second membre admet pour limz = 4 oo une limite (qui peut
d'ailleurs &tre finie ou -+ oo).

A. L. Cauchy®) a aussi donné des régles générales permettant
de ramener 1'évaluation des ,vraies valeurs” des expressions se présen-
tant sous l'une ou lautre des formes indéterminées

+00-0, 0, +o0% 1¥=  1-=
4 l'évaluation des ,vraies valeurs“ d’expressions se présentant soit
0 . 4+ oo 5
sous la forme -, soit sous la forme T Ces regles reposent sur
Pemploi des égalités
p@ P
V) =G T pEl
[p (z-)]w(z) = V@ og,0@),

ou log, ¢(x) désigne le logarithme naturel de g(x). Elles sont re-
produites dans presque tous les traités de caleul différentiel.

En utilisant quelqu'une des relations
W@ =le@I o, eT*D @
) N e P R B S
on peut aussi ramener aisément I'évaluation de la ,vraie valeur” d'une
expression se présentant sous la forme

+ o — o0
b celle de la ,vraie valeur d'une expression se prégentant sous l'une

ou Pautre des formes'™®)

LI 1
2, log Y, og+oo

o@) — (@) =

169) Calcul diff.'s%), p. 43; (uvres (2) 4, p. 321.

Des régles se rapportant aux expressions (4 00)-0, - 00 — oo figurent
déja dans plusieurs publications antérieures, par exemple dans celle déja citée
de L. Buler1*®), dans Simon L’ Hudlier [Principiorum calculi differentialis et inte-
gralis expositio elementaris, Tubingue 1795, p. 227] et dans S. F. Lacroix {Cale.
diff.®), (2° 6d.) 1, p. 352].

170) Voir par ex. O. Stolz, Grundzige'*®) 1, p. 83/4; E. Pascal, Calcolo
infinitesimale 1, Milan 1895, p. 211.

14. Clagsification des discontinuités. 59

14, Classification des discontinuités. On dit qu'une fonection
f(z), définie en un point @ et aux environs de ce point @ en une
infinité de points x, est discontinue au point @ lorsqu’on ne peut pas
faire correspondre & chaque nombre & fixé aussi petit que l'on veut,
un nombre positif d tel que l'inégalité

f@)—f@)l<e
soit vérifiée pour chacun des points z pour lesquels f(z) est définie
et pour lesquels on a {# — a|< 8. Les points de non confinuite sont
alors, par définition, des points de disconfinuilc.

Le cas que I'on envisage le plus souvent est celui od f(z) est
définie (il importe peu que ce soit & priori ou bien improprement,
comme au n° 13, an moyen de conventions non contradictoires) en
chacun des points d'un intervalle fini et déterminé contenant un point
de discontinuité a, sauf éventuellement au point a lui-méme.

On distingue alors deux types de discontinuités: les discontinuités
finies et les discontinuités infinies.

A. Discontinuités finies. Si a est un point de discontinuité
de 7(x), on dit que la discontinuité est finie quand les quatre limites
d'indétermination!™)

fla=0), fa=0), fla+0) fla+0)
sont finies et que f(a) est ou bien fini ou bien non défini.

On distingue, d'aprés U. Dini'™), deux especes de discontinuités
finies, les discontinuités finies ordinaires (ou de premitre espéce) et
les discontinuités finies & oscillations (ou de seconde espdce).

1) Discontinuités finies ordinaires. Une discontinuité finie est dite
ordinaire lorsque les limites f(a — 0) et f{a + 0) sont toutes deux
déterminées. Ces discontinuités comprennent:

1°) les discontinuités finies pour lesquelles les limites f(a — 0)
et f(a+ 0) sont égales; la valeur de f(a), si elle est définie'™) est alors
nécessairement différente de la valeur commune de f(a—0) et f(a+0).
On dira de ces discontinuités qu'elles peuvent dtre deartées ou qu'elles
sont évitables'™), parce que, en modifiant seulement la valeur de f(a)

171) A. Pringsheim a proposé d'éerire simplement fla+ 0) au licu d'écrire
4 la suite I'une de I'autre les quatre limites d'indétermination comme nous I'avons
fait dans le texte. Cf. I3, 19 note 224.

172) Fondamenti ™), p. 88; trad. p. 61 (n° 31).

173) Dans le cas (n° 18) ot fla 4+ 0)=f(a—0)=> (o b est un nombre
fini), tandis que f(a) n’est pas défini, la discontinuité de la fomction f(x) au
point a est, & proprement parler, elle aussi, une discontinuité évitable.

174) B. Riemann [Diss.*®), p. 14 (§ 10); Werke (2 éd.), p. 11] dit ,hebbar*
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en un point isolé @, ou en donnant au symbole f(a) un sens con-
venable si ce symbole n'en a pas encore, on peut s'arranger de fagon
4 faire du point @ un point de continuité de f(x)'*).

2°) les discontinuités finies pour lesquelles les limites f(a — 0)
et f(a 4+ 0) sont distinctes. Quand x traverse a, la fonetion f(x) varie
alors brusquement; elle fait un seut en a. Pour mesure de ce saut
on convient de prendre la valeur absolue de la différence

fla +0) — fla — 0)
cette mesure ne dépend aucunement de f(a).

Lorsque f(a) est définie et que Ion a f(a + 0) =f(a), la fone-
tion f(x) est continue & droite en # = a; elle est continue 3 gauche
lorque f(a@ — 0) = f(a). Lorsque f(a) n'est pas définie ou que, étant
définie, f(a) w'est égale ni & f(a+0) ni & f(a — 0)"), on peut
rendre la fonction f(x) continme soit & droite, soit & gauche, en défi-
nigsant convenablement f(a) ou en modifiant convenablement la défi-
nition de f{a)*™).

II) Discontinuités finies & oscillati Une discontinuité finie est
dite d& oscillations & gauche de a lorsque f(a — 0) n'est pas égale a
fla—0), & droite de a lorsque f(a + 0) w'est pas égale 2 f(a + 0),

des deux cotés de a lorsque Yon n'a ni f(a—0)=7(a — 0), ni
fla+0)=f(a +0).

LDans la traduction frangaise des (Euvres de B. Riemann, L. Laugel se sert d'une
périphrase pour exprimer V'idée correspondant & ce mot. Ii nous a semblé que
le mot ,évitable tout en n'étant pas la traduction littérale du mot allemand
,hebbart rendait bien ici la pensée de B. Riemann.*

On voit immédiatement qu'une fonction admettant pour x — a une discon-
tinuité évitable est semi-continue en x—a, au sens de R. Basre (cf. note 112).

175) Dans la note 96 on trouve mentionnées des fonctions qui admettent
des discontinuités évitables. Un autre exemple est fourni par la fonction

n=+x
fiwy = Vsin® wx cos? nax

]
qui s'annule pour tout entier & (v compris z— 0) et est égale 4 1 pour toute
autre valeur (réelle) de z [cf. A. Pringsheim, Math. Ann. 26 (1886), p. 195]; dans
un autre mémoire, A. Pringsheim [Math. Ann. 26 (1886), p. 167 et suiv.] a in-
diqué des méthodes générales permettant de construire une infinité de fonctions
2 discontinuités évitables].

176) Le cas ol

f@) = 3lfla—0) -+ fla40)
se présente fréquemment. Il se présente en particulier dans les développements
en séries trigonométriques.
177) Les exemples donnés dans la note 97 se rapportent aux divers cas qui
peuvent iei se présenter.

14. Clagsification des di tinuités. 61

Ce genre de discontinuité n'est manifestement possible’™) que si,
aux environs & gauche de @, ou & droite de @, ou des deux cotés de
a, la fonetion f(z) a une infinité de maximés et de minimés. On dit
alors aussi que f(x) a une infinité d'oscillations™) & gauche, ou &
droite, ou des deux cotés de a.

Quand la fonction f(z) a une discontinuité avec oscillations d'un
coté du point @ (3 droite par exemple), il peut arriver que cette
fonction soit continue'™) de l'autre c6té de a (3 gauche dans V'exemple
envisagé), mais il peut aussi arriver qu'elle ait de l'sutre cdté de @
une singularité quelconque??). lei encore, quand x traverse a, on
dit que la fonction f(x) fait un sawf en a.

U. Dini avait proposé de prendre pour mesure de ce saut le plus
grand des guatre nombres

|fla~0)~Fa), Ifa~0)~ra),
[fla+0) —fl@), ifla+0)—Fla)i;
fe plus grand des deux nombres
If(e—0)—f(a)], Ifla—0)—F(a)
mesure alors le saut & gauche, tandis que le plus grand des deux nombres
[f{a+0) —fla)|, |f(e+0)—7f)]
mesure le saut & droite’®).

Il semble toutefois plus naturel de prendre avec P. du Bois-
Reymond et M. Pasch™') pour variation de f(x) en @, ou mesure du

178) U. Dini, Fondamenti ™), p. 39; trad. p. 53 (n° 82). Cf. n°® 7: cas I et I
n
119) Exemple: f(z)—cos — . g OT&
:c+E( 1 ) re(1+2)"+n
142
Cette fonction f(x) est continue & gauche du point x=0 et discontinue avec
oscillations & droite du point z=0.

n
179%) Exemple: f(z) = cos — e lim ﬁflf
OIS W W (R L
ot B(rqm
On a f(0)=—1} et f(a) =10 pour # < 0 (discontinuité ordinaire & gauche, dis-

continuité avec oscillations 3 droite).
180) Lorsqu’on se trouve dans le cas I des di finies

on doit naturellement remplacer f(a -+ 0) par f(z -+ 0) et f(a — 0) par fla —0).

181) P. du Bois-Reymond [Functionenth.®®) 1, p. 229 (v° 60, Uber den Sprung]
wert der Funktiionen); trad. p. 178).

M. Pasch [Math. Ann. 30 (1887), p. 139] appelle mesure du saut ou variation
brusgque (,,Sprung®) de la fonetion f(z) 2u point @ la borne inférieure des différences
des bornes correspondant & l'ensemble des intervalles (z—h, a4 k) que l'on
obtient en faisant converger k vers zéro, ce qui revient an fond & la définition
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saut que fait f(2) en a, la différence!®?)
fi(@) — f(a)
entre le plus grand f;(a) et le plus petit f,(a) des cing nombres
f@+0), fla=0), fa+0), fla—0), fla);
la variation & droite de f(z) en @, qui mesure le saut a droite que
fait f(z) en @ est alors la différence entre le plus grand et le plus
petit des trois nombres
fla+0) fle+0), f(a)
De méme pour la variation & gauche de f(x) en g, en changeant

simplement dans ce qu'on vient de dire +0 en — 0.
On appellera vibration'®®) de f(z) au point a la différence

¢1(a) — pa(2)

entre le plus grand g, (a) et le plus petit g,(a) des quatre nombres

fla+0), fla+0), fla—0), f(a —0). La vibration & droite de f(z)
au point a sera'™) la différence
fla+0)—fla+0).

La vibration & gauche de f(z) au point & sera la différence

de la ,mesure du saut" donnée dans le texte. Lorsqu'on évalue ces différences
en laissant le point a de cdté on obtient 'écart des limites d'indétermination de
la fonction au point a. M. Pasch appelle cet écart ,die Schwingung bei a*. I
définit de méme la variation brusque & droite ou & gauche et les écarts des
limites d'indétermination & droite ou & gauche du point a et les appelle ,vor-
derer Sprung, hinterer Sprung; rechte Schwingung, linke Schwingung“. Les
définitions de P. dw Bois-Reymond sont analogues.

182) R. Baire [Fonctions discont.®®), p. 71} appelle cette méme différence
Toscillation de f(z) an point a. Si l'on adopte les notations de la mote 98, cette
poscillation de f(z) au point @ est la différence

fla) — f(a).

183) Er allemand: Schwingung®!). Pour ce qui concerne les relations entre
les variations brusques et les vibrations d'une fonction dans un méme intervalle,
voir M. Pasch, Math. Ann. 30 (1887), p. 139/40, 149.

184) U. Dini [Fondamenti ™), p. 57, trad. p. 75 (n° 56)] avait donné & ces
,6carts des limites d'indétermination* ou ,vibrations* le nom de ,ampiezza della
oscillazione’,

G. Ascoli [Atti R. Acead. Lincei Memorie mat. (2) 2 (1874/5), p. 869] dit
,oscillazione* (a destra, a sinistra) pour ,écarts des limites d'indétermination*
ou ,vibration* (3 droite, & gauche) et il appelle ,oscillazione della f(z) nel
punto a* ce qu'on désigne dans le texto par ,variation brusque de f(x) en a*
ou saut de f(x) en a*.
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B. Discontinuités infinies. Quand (n° 8)
fla)= o0

ou que l'une au moins des quatre limites d’indétermination
fla=0), fa=0), f(a+0), fla+0)

est soit + oo, soit — oo, on dit que la discontinuité de f(z) est in-
finie an point a et que @ est un infini de f(z).

Quand f(a) = oo il peut arriver que les deux limites f{a — 0),
f(a + 0) soient déterminées et aient une méme valeur finie; dans ce
cas la discontinuité infinie peut &tre écartée: en d'autres termes elle
est évitable.

D'une fagon générale, on distinguera les discontinuités infinies en
discontinuités infinies sans oscillations (ou de premidre espéce), dis-
continuités infinies & oscillations (ou de seconde espice) et discon-
tinuités infinies indéterminées (ou de troisieme espece).

1) Discontinuitds infinies sans oscillations. On dit qu'une fonetion
f(«) admet pour z = a une discontinuité infinie sans oscillations
lorsque les deux conditions que voici sont vérifides:

1°) f(x) varie d'une fagon monokone & gauche et a droite du
point de discontinuité infinie a;

2°) f(a + 0) est + o0, ou — 00}

fla —0) est + oo, ou — oo.

Une discontinuité infinie sans oscillations est dite ordinaire lorsque
aux deux conditions précédentes vient encore se joindre celle-ci:

8%) f(a) est improprement défini en sorte que f(la)zﬂ (n° 8) ou
f(a) n'est pas défini du tout'®).

On peut essayer de classer les fonctions f(z) ayant en x=a
une discontinuité infinie ordinaire, suivant la valeur limite de leurs
quotients pour z = . On obtient ainsi des suites continues de fonc-

inx Lo . .
= ‘V—: ont ainsi aux environs du point =0 une
x
digcontinuité infinie ordinaire, tandis qu'on peut seulement dire que chacune des
fonetions S(x), définie par la somme des séries de Fourier qui représentent aux

185) Les fonctions -,

. . 1 i
environs de =0 les fonctions 5=+ oo
%Z 'V.Z
infinde sans oscillations; en effet la valeur S(0) de S(x) au point x =0 est par-
faitement définie: on a S(0) =0, tandis que
S(+0) =400,
S(—0) = - 00.

> a, pour =10, une discontinuité
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tions dans lesquelles chaque élément peut étre dit plus petit que le
suivant et plus grand que le précédent™),

11 importe toutefois de remarquer que si deux fonctions f, (x) et
f(w) ont chacune en un point @ une discontinuité infinie ordinaire,

t 7 dmet une limite

il n'en résulte nullement que leur quotien
quand z tend vers @, en sorte que les infinis ;l(a) et fy(a) me sont
pas toujours uomparables‘”)

II) Discontinuités infinies & oscillati Une discontinuité infinie
de f(2) qui ne differe d'une discontinuité infinie sans oscillations qu'en
ce que, au moins d'un c6té du point de discontinuité infinie a, la fonction
f(®) me varie pas d'une fagon monotone, est dite ,& oscillations.
Les oscillations de f(x) peuvent dailleurs dtre finies, infiniment
grandes ou infiniment petitesss),

186) Voir 13, 28 et aussi P. du Bois-Reymond, Ann. mat. pura appl. (2) 4
(1870/1), p. 3385 J. reine angew. Math. 74 (187%), p. 294 [1871]; Math. Aun. 8
(1875), p. 363, 574; 10 (1876), p. 576; 11 (1877), p. 149.

Au lien de dire que £, (x) est infini d'un ordre plus grand, égal, ou plus
petit que celui de f,(x), P. du Bois-Reymond dit que £,(2) a wn infini plus
grand, égal ou plus petit que celui de f,(x), ce qui pent préter 3 confusion.

S. Pincherle [Memorie Ist. Bologna {4) 5 (1883'4), p. 739] a généralisé cette
fagon de comparer entre elles les fonctions infinies en un méme point a.

187) Exemple:

fimy=21 [1 T smf[ugm’)J o) =
aux environs de x = 0.
Voir aussi O. Stolz, Math. Ann. 14 (1879), p. 232 [1878]; A. Pringsheim,

Math. Ann. 37 (1890}, p. 593.
188) Exemples:

% +sin ;,, ‘V+ sin o (oscillations finics),

1 1
m’ + sm -3 = sm —+ {oscillations infinies),

i
‘l/ l/
71; + x sin 113, ‘1/17 + x? gin % s (oscill. inft petites),
K z

pour z=0; et, aussi pour £=0, les sommes des séries de Fourier, procédant
suivant les sinus des multiples de «, qui représentent les fonctions impaires de la
seconde colonne.

Ou remarquera qu'une discontinuité infinie & oscillations peut fort bien btre
comparable, au sens de P. du Bois-Reymond, & une discontinuité infinie ordinaire.
Ainsi chacune des fonctions de la premiére colomne devient, pour z — 0, infinie

1 . . .
comme = tandis que chacune des fonctions de la seconde colonne devient,
1

pour =0, infinie comme

15, Points singuliers. 65
III) Discontinuités infinies indeterminces. Une discontinuité in-
finie de f(z) est dite indetermince lorsque:
1°9) f(a —0) et f(a —0) sont distinctes,
ou que f(a 4 U; et f{n + 0) sont distinctes,
2°) une au ‘moins des quatre limites d’indétermination
est + 00 ou — col®),

On pent encore adopter la méme classification lorsque 'une des
discontinuités envisages n'affecte quun cété du point de discon-
tinuité @, tandis que de I'autre coté de w lu fonction f(x) est con-
tinue, ou encore udmet nue autre discontinuité.

15. Points singuliers. On dit qu’un point « est un point singulier
dune fonction f(«) ou que cette fonction f(x) admet une stngularite
pour 2 = a, lorsque une ou lautre des conditions qui, en général,
sont remplies pour le type de fonctions que I'on a en vue n’est pas
vérifiée au point a.

Dans une étude générale des fonetions, le caractere des points
que l'on convient de regarder comme singuliers ne saurait donc étre
défini o priori’®); il dépend des types de fonctions que T'on étudie.
Toutefois, les fonctions que Yon envisage lo plus souvent étant des
fonctions ordinaires, I'usage s'est établi d'appliquer la locution de point
singulier (sans épithite) aux points d'une fonetion ol cette fomction
n’s pas le caractére d’une fonction ordinaire.

Ces points singuliers sont:

1°) tous les points de discontinuité;

2°) les points de continuité aux environs desquels la fonction
admet un nombre infini d’oscillations pour une au moins des directions
suivant lesquelles on peut fixer Iaxe des abscisses;

189) Exemples:

1.1 L S O o
- gin -, —sin -~ lim & =0:
e e B e Pwel
Lol 1 ..,1 (14 2)”
ZHT T it ; I_HL Apar i’ Powre=o;
1 1
47=C03 — pour v =
Ve oo

el aussi, pour x—0, la somme de la série de Fourier qui veprésente cette
dernizre fonction.

190) Il en est tout autrement dans la théorie des fonctions d'une variable
complexe, ou Yon n'étudie que les fonctions analytiques de Méray-Weierstrass
ou les fonctions monogénes de Canchy-Riemann.
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3°) les points ol la dérivée de la fonction est infinie;

4°) les points ol la dérivée & gauche et a droite sont distinetes;

5°) les points oit l'une des deux dérivées (celle & droite ou celle
4 gauche) n'est pas déterminée.

16, Définition des fonetions au moyen de passages & la limite.
Convergence uniforme. Les points singuliers des fonctions rationnelles
et ceux des fonctions algébriques d’une variable sont en nombre fini.
Pour les fonetions rationnelles chacun de ces points singuliers est un
infini ordinaire de la fonction. Pour les fonctions algébriques chacun
des points singuliers est un infini ordinaire soit de la fonction elle-
méme soit de 'une de ses dérivées d’ordre suffisamment élevé.

On ne peut donc, sans répéter un nombre infini de fois les quatre
opérations de Varithmétique, représenter analytiquement une fonction
admettant un nombre illimité d’infinis ordinaires, ou dont une des
dérivées d’ordre suffisamment élevé admet un nombre illimité d'infinis
ordinaires, ou bien encore admettant d’autres singularités. Or répéter
un nombre infini de fois les quatre opérations de l’arithmétique, sui-
vant une loi déterminée, c'est effectuer un passage 4 la limite.

Les types de fonctions les plus simples que 'on puisse ainsi cons-
truire sont de la forme

fla) = lim £,(2),

ol les fonctions f,(2) forment une suite infinie
fi(@), i), o L)y o

de fonetions rationnelles de x. Elles peuvent plus généralement résulter
de lapplication de régles de calcul déterminées quelcongues ol de
nouvesux passages a la limite ne sont pas nécessairement exclus.
Chacune des fonctions rentrant dans l'un ou l'autre de ces types peut
d'ailleurs étre développée & volonté soit en série, soit en produit in-
fini, soit en fraction continue, comme il résulte des transformations
des limites de suites infinies en Pun ou l'autre des algorithmes illimités
usuels indiqués 14, 24, 34 et 35.

Soit @ un nombre déterminé pour lequel la suite illimitée de

fonctions rationnelles, au moins & partir d’un certain indice,

fi(a), hi@), .., fa(a) -
est convergente (13, 16 et 17). On désignera alors par f(a) la

limite
fla) = lim £, @

18, Définition des fonctions an moyen de passages 3 la limite. 67

ou encore, quand pour z = @ la fonction f,(x) est tinue,
f(@) =lim [lim £, (2)].
n=tw z=a
L’ensemble des points a pour lesquels f(a) ninsi défini est un nombre
fini forme le domaine de convergence de l’expresslon llm f (). Dans

ce domaine la fonction f(z) est définie en chaque pomt d'une fagon
univoque!*).
Fn général on convient d'adjoindre & ce domaine ceux de ses

191) 11 est indispensable de se conformer toujours strictement & ces défi-
nitions fondamentales qui sont d'silleurs celles données par K. Weserstrass [voir
par ex. Monateb. Akad. Berlin 1880, p. 719; Funktionenlehre *%), p. 69; Werke 2,
p- 201). On &vitera minsi les confusions qui se sont produites A plusieurs re-
prises dans I'étude des fonctions définies au moyen d'algorithmes illimités. Voir
A. Pringsheim, Jahresb. deutach. Math.-Ver. 12 (1903), p. 588 o se trouve signalée
une erreur commise par K. Wolffing, id. p. 504.

Ainsi la somme de la série de Fourier

F(z)= hmf (x) =lim 2(;:,
a=te ;o

est pour ch: des valeurs pour lesquelles elle est
finie. En un point de discontinuité finie a elle ne saurait done, comme d'ailleurs
en tout autre point, avoir qu'une seule valeur; cette valeur est

F(@)=4[f(@a—0) + fla+ 0]
11 semblerait résulter d'une remarque de P. du Bois-Reymond [Math. Ann. 7

(1874), p. 264] que F(z) prend en a toutes les valeurs comprises entre fla—0)
et f(@ + 0); mais cette remarque ne s'applique en réalité qu'au cas plus général

ot I'on envisage la limite simultanée  lim 297,(1) (@° 28). Voir & ce
A=ty E=A,

sujet A. Sachse, Versuch einer Geschichte der Darstellung willkiirlicher Funk-

tionen einer Variablen durch trigonometrische Reihen, Diss. Gbttingue 1879;

Abh. Gesch. Math. 3 (1880), p. 243; ,tra.d frangaise: Bull. s¢. math. (2) 4 (1880),

p. 57*; P. du Bois- Rey 1, Zur hichte der trig trischen Reihen

Tubingue (s. d.) [1880], p. 18.

Les objections faites par L. Schlifli {J. reine angew. Math. 72 (1870), p- 284;
Sollemnia anniversaria conditae universitatis . .., programme universitaire Berne
1874, p. 16] & la détermination univoque des valeurs d'une fonction définie par
une série de Fourier, reposent également sur un manque de précision dans la
définition du symbole

¥=too

o,
=0

¢'eat-d-dire dans la définition de la limite

lim 2' Py (@).

n=+® 20
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points-limites & pour lesquels

lia £,(a)
r=4 0

o8t simplement divergente!®®) (I 3, 17), en sorte qu'en chacun de ces
points @’ on a
flay=+0cc ou fld)=— oo
Un point ¢ du domaine de convergence de Yexpression hmf (@), qui

est un point de continuité pour chacune des fonctions f (ar) quelque
grand que soit I'indice ®, n'est pas nécessairement un point de con-
tinuité pour la fonction f(z) elle-méme; en d'autres termes I'égalité
lim [hm f. ()] = hm [11m fo ()]
n=+0 r=
peut fort bien ne pas avoir lieu'*®). Une condition suffisante, mais
nullement nécessaire, pour que cette égalité ait lieu, est qu'a tout
nombre positif ¢ corresponde un nombre déterminé n tel que les
inégalités

@ @ —L@I<ey  (@=123.. ... )
ou les inégalités équivalentes
(2) @)~ f(2) <&  (v2zn)

soient vérifiées pour fous les points  d’un intervalle
(a—46, o+9)

fini et determiné (ot & dépend en général de &) Quand il en est
ainsi, on dit que lexpression

lin £, ()

N= 4o
comverge uniformement™™) qux environs du point o).

Les définitions analogues que 'on donne de la convergence uni-

forme & droite, ou a gauche, du point ¢ #'entendent d’elles-mémes.

192) Faxemple: Soit

f}.(x)=v27
=0

. . 142t
f(@) =lim f, (z) = -+
n=4or

on & alors, pour jx|> 0,

=t
et
F(0) = + oo,
193) Voir les exemples II, 11T et IV mentionnés note 72.
194) En allemand: gleickformig; en italien: in egual grado. Cf. note 213.
195) On dit aussi parfois pour abréger que f(z) converge uniformément
en @, mais cette fagon de parler n'est gudre correcte.

16. Définition des fonctions au moyen de passages a la limite. 69

Lorsque Vinégalité précédente (1) a lien seulement pour
limg = 4+ o<

ot non pour 9 =1,2,3,..... , ou, ce qui revient au méme, lorsque
linégalité précédente (2) n'a liew, pour chaque ¢ positif, yue pour
certaines valeurs de », on peut dire, par analogie avec la termino-
logic dont U. Dini a fait usage'®®) pour les séries uniformément con-
vergentes, que la convergence est wniforme simple. On voit que cetie
convergence uniforme simple est déja une condition suffisante (elle
non plus nest pas nécessaire) pour la continuité de f(z), lorsque
chacune des fonctions f,(z) est continue.

On dit que Vexpression

f(&) = L 1, ()

converge d'une fagon non uniforme aux environs d’un point @, lorsque
dans Vinégalité (1) le nombre », au lieu de dépendre de ¢ seulement
comme dans le cas de la convergence uniforme, dépend aussi de . de

fagon & croitre au dela de toute limite quand z converge vers «'®").
Lorsque l'expression

1) = lim £,(2)

converge uniformément aux environs de chacun des points a situés &
Pintérieur d’'un intervalle (x,, X), et qu'elle converge uniformément &
droite de z, et a gauche de X, on peut'®®) dans les inégalités (1) et
(2) choisir le méme nombre n pour chacun des points @ de cet inter-
valle; ce nombre ne dépend alors que de ¢ dans tout lintervalle; il
est donc déterminé dans cet intervalle dés que & est fixé. On ex-

196} Voir note 220.
197) Ezemples: 8i Fon pose soit

w fal@) = o
soit

.\ L
@® ey = e
1a limite

fla) = lim £, (@)
n=4 o

est convergente sans étre uniformément convergente mux environs de x = 0. Un
remarquern que, dans le cas (1), on a, pour : & |>>0, f(2) =0, tandis que f(0) =1,
en gorte que la fonction f(x) est discontinue pour x=10. Au contraire dans le

cas (2) on 8, pour x| >0, fiz})=0, en sorte que, méme en x =0, la fonction
f(x) est continue. -

Pour d’autres exemples, voir la note 198.

198) Voir K. Weierstrass, Monatsb. Akad. Berlin 1880, p. 721; Funktionen-
lehre®®), p. 71; Werke 2, p. 208; A. Pringsheim, Math. Ann. 44 (1294), p. 80.
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prime ce fait en disant que la fonction
f(z) = lim {,(z)
n=+®
converge uniformément dans Uintervalle (z,, X).

17. Convergence uniforme des séries. Si, en conservant les
notations du n° 16, on pose

@o(7) = fo(2)

Pa(@) =1,@) — fus (@),
la fonction f(x) se présente sous la forme

et, pour > 1,

y=+=
f@) = lim £, )=71+n =9 (1) = ~29,(@);
f(#) est donc la somme de la série
(® Po(@) + (@) + @5 (2) -+ 9, (2) - .
Lorsque pour un point a les inégalités (1) ou (2) du numéro 16 sont

vérifiées ¥), en sorte que I'on ait pour a —d <2 < a + 4, ou bien
r=ndg

M 29.(5) [ <e powre=123 ...
vy=n+

ou bien ‘
‘v +

@ I th,(x) <e pourg=1,23....,

on dit que la série (rx) converge uniformeément aux environs du point ¢ ®°).

199) Les objections que A. Cayley a faites & cette définition [Proc. R. Soc.
Edinb. 19 (1891/2), p. 203 [1892); Papers 13, Cambridge 1897, p.342] semblent
résulter d’'un malentendu.

200) Il importe de remarquer que la convergence uniforme d'une série n'im-
plique pas davantage la convergence absolue de cette série qu'inversement sa
convergence absolue n’implique sa convergence uniforme.

La série
1 1 1 1
—_ - . S G E
x4 1 w’+2+x’+s CEEY x+v+

converge, par exemple, uniformément dans tout intervalle réel sans jamais con-
verger absolument, tandis que la série
z* z? Kl

aFer taFer ot aga
converge absolument en chaque point réel z tout en étant pon uniforme aux en-
virons dun poi.nt x=0. M. Boicher [Annals of math. (2) 4 (1902/3), p. 159/60]
a montré qu'une série absol et iformés g peut fort bien
cesser d’¢tre uniformément convergente lorsqu’on change l'ordre de ses termes.

17, Convergence uniforme des séries. 71

Si la série («) converge uniformement aux environs de chaque point
a situé 3 lintérieur de lintervalle (z,, X), ainsi qua droite du point
%, et & gauche du point X, on dit que la série («) converge uniformeé-
ment dans Uintervalle (z,, X). On peut alors toujours fixer n de
fagon que les inégalités (1) ou (2) aient toutes lieu pour cette valeur
fixée de n et pour tous les points de lintervalle (z,, X).

Pour que la série (&) converge uniformément dans lintervalle
(2y, X) il suffit®*) que l'on ait, pour chaque indice »,

fp.(z)]

et que la série & termes positifs

Sttt gt

g, pour e < X

soit convergente.

Un théoréme de R. Dedekind®®) qui repose sur le procédé de
sommation partielle de N. H. Abel (cf. 1 4, 14) permet d’obtenir une
condition suffisante, bien distincte de la précédente, pour qu'une série
de la forme

4o (2) + @,y (@) + -+ 0,9, (x) + - ’
oh g, Ay, ..., @, sont des nombres réels quelconques, soit uni-
formément convergente dans un intervalle (z,, X). Pour qu'il en soit
ainsi, il suffit que la série

[@o(2) — %(T)qul(ﬂ e@)| + -+ 9,@) — 9, @) +-

Ainsi la eérie
2

z* 2 T
Tietatey Ta E
est absolument et uniformément convergente pour toutes les valeurs réelles de =,
en particulier aux environs du point x = 0; mais si l'on fait suivre successive-
ment & 1,2, 3, ..., ¥..... termes positifs tout au plus un terme négatif, la
série que l'on obtient, quoique formée des mémes termes que la précédente, n'est
pas uniformément convergente aux environs du point x=0.

201) K. Weierstrass, Monatsb. Akad. Berlin 1880, p. 720 en note; Funk-
tionenlehre®), p. 70; Werke 2, p. 202. Les recherches de R. Baire concernant
les séries qui vérifient cette condition de K. Weierstrass seront exposées dans
T'erticle IL 2.

202) R. Dedelind, dans G. Lejeune Dirichlet, Vorles. iiber Zahlentheorie
(4® éd.) Brunswick 1894, p. 376 [Suppl. IX]. Quoique, dans ss démonstration,
R. Dedekind ne parle que de ,continuité de la somme envisagée, la fagon dont
il établit cette continuité implique en réalité la démonstration de la convergence
uniforme de la série [of. note 207 et le texte correspondant, & propos d'un
théoreme analogue de N. H. Abel]. E.Cuahen [Ann. Ec. Norm. (3) 11 (1894), p. 79]
démontre le théoréme sous la forme énoncée dans le texte, avec la restriction, qui
‘peut dtre omise, que la condition lim ¢, (@) = 0 sit liew uniformément pour ¢, < < X.

n=+te ==
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soit uniformément convergente, que l'on ait lim ¢,(*)=0 et que la
n=dx
lv=n

somme IZu, reste finie pour l'ensemble des valeurs de #. Si la
=0

somme 2% a une valeur déterminée, en d’autres termes si la série
r=0
@w+ao+-Fa,+--
est convergente, la condition Lim ¢,(z) =0 n’a pas besoin d'étre
n=to

vérifiée quand, & partir d'un indice déterminé, chacune des fonctions
@,(2) est bornée dans tout Vintervalle (x,, X)29).

Cest en étudiant les séries dont les différents termes sont des
fonctions d’une méme variable qu'on a été amené  introduire en ana-
lyse la notion de convergence uniforme. On s'est d’ailleurs bien vite
apercn que cette notion joue un role fondamental non seulement dans
Pétude de ces séries et des séries analogues dont chacun des termes
dépend de plusieurs variables, mais aussi dans la plupart des recher-
ches concernant la théorie générale des fonctions d’une et de plusieurs
variables (cf. n° 24).

Au début de ses recherches dans cet ordre d’iddes, A. L. Cauchy )
avait énoneé un théortme d'aprés lequel la continuité de chacune des
fonctions @, (z) suffit pour assurer la continuité de la fonetion fx).
Cette fagon de voir reposait sur I'idée erronée que chaque série qui
converge aux environs d'un point converge toujours uniformément
aux environs de ce point®),

N. H. Abel™) a, le premier, signalé linexactitude de ce théoréme

203) 8i elle n'est pas vérifide, il peut arriver que lim @, (2) soit une fonction
n=tw

finie, différente de zéro. Main cette alternative est la seule qui puisse se présenter,
parce que I'hypothése faite ici entraine la convergence de la série

[90@ — 3, @]+ [9, @ — gy @] - - -

et par conséquent l'existence d'une limite non infinie lim o, (@),
n=+o

204) Analyse alg.'*?), p. 131; Guvres (2) 3, p. 120.

208) P. du Bois-Reymond [Math. Ann. 4 (1871), p. 185] a montré que L'on
peut tout: démontrer rigour co th en faisant certaines restrie-
tions qui revienment au fond A ce que la condition donnde par K. Welerstrass
(note 201) comme suffisante pour la convergence uniforme de la série est vérifiée.

206) ltecherches sur la série 1 - ? x4 m(T ; g e , trad. en alle-
mand par A. L. Crelle, I. reine angew. Math. 1 (1828), p. 316 en note; (uvres,
éd. L. Sylow et S. Lée 1, Christiania 1881, p. 224/6 en note.

17. Convergence uniforme des séries. 3

en montrant que la fonetion
=t

fy = ST 1yer e
) ] 5
r=1
est discontinue aux environs du point 2 = x, alors que chacun des
termes de la série
sing — }sin2x + §sinBaw —. .. .. s

dont la somme définit cette fonction, est continue aux environs du
méme point £ = x. De plus N. H. 4bel®%) a démontrs que les séries

P T q
entiéres

G+ oz + '+ @ N

convergentes dans un intervalle déterminé, définissent des fonctions
continues dans cet intervalle et sa démonstration consiste précisément
& montrer que les séries entitres jouissent de la propriété que Yom
désigne aujourd’hui sous le nom de convergence uniforme.

Il restait toutefois & s'élever au-dessus du cas particulier des
fonctions définies par des séries entitres et & dégager des autres pro-
priétés des fonctions la notion nouvelle de convergence upiforme en
lui donunant toute sa généralité.

G. . Stokes®®) et Ph. L. Seidel®) démontrérent tout d’abord que
dans le cas od, chacune des fonctions

Po(2), 91 (%), (), ..., 2, (@),

207) J. reine angew. Math. 1 (1826), p. 314; (Buvres 206) 1, p. 223, Pendant
bien longtemps cette démonstration de N, H. Abel n'n pas été comprise [cf.
A. Pringsheim, Bitzgsh. Akad. Miinchen 27 (1897), p- 344 et suiv.]; en 1853,
F. Arndt déclarait encore [Archiv Math. Phys. (1) 20 (1853), p. 45] qu'elle était
erronée. Comme J. Liouville lui-méme estimait [J. math. pures appl. (2) 7 (1862),
P. 258] que la démonstration de N. H. Abel est nassez difficile 2 exposer et
méme 4 comprendre, G. Lejeune Dirichlct [J. math. pures appl. (2) 7 (1862),
p- 253; Werke 2, Berlin 1897, p. 305] proposa une autre démonstration du méme
théordme; au fond, cette démonstration est moins simple et moins lumineuse que
celle de N. H. Abel. Le théoreme de K. Dedekind mentionné dans la note 202
est une généralisation immédiate de ce théordme de N. . Abel.

Les hypotheses sous lesquelles N. H. Abel o démontré un théoréme plus
général [J. reine angew. Math. 1 (1826), p. 315 {théordme V); (Euvres 2% 1, p. 224],
coucernant la continuité de fonctions définies par la somme d’une série dont les
termes dépendent de deux variables, sont incompldtes [cf. A. Pringsheim, Sitzgsb.
Akad. Mitnchen 27 (1897), p. 351/6].

208) Trans. Cambr. philos. Soc. § (1842/9), p. 533 et auiv. [1847]; Papers 1,
Cambridge 1880, p. 236/313; voir en partic. (n° 39), p. 281.

209) Abh. Akud. Minchen 5, Abt. IT (1848), p. 383. Voir anssi J* Arndt,
Archiv Math. Phys. (1) 20 (1853), p. 46.
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étant supposée continue au point «, la somme

=+w
HORPTAC)
est discontinue en ce point, la série
7o(2) + 9 (@) + @o(@) + -+ @ @)+
converge nécessairement, quand z tend vers a, infiniment lentement
comme dit G. G. Stokes®'®) ou aussi lentement que Uon veut comme dit
Ph. L. Seidel.

Peu aprés A. L. Cauchy®), de son coté, redressa lerreur qu'il
avait d'abord commise et, & cette oceasion, caractérisa d’une fagon
nette et précise la nouvelle notion. L'énoncé quil domme du théo-
reme précédent est (en faisant usage de la terminologie actuelle)
identique au suivant: lorsqu'une série, dont les tevmes sont dans un
intervalle (x,, X) des fonctions continues d'une variable z, est unifor-
mément convergente dans cet intervalle, la somme de cette série est une
fonction continue de x dans Vintervalle (z,, X)*

La locution®?)  convergence uniforme est due sans doute &
210) R. Reiff [Geschichte der unendlichen Reihen, Tubingue 1889, p. 209]
a critiqué la démonstration de G. G. Stokes. Cette critique ne semble pas fondée.
La démonstration de G. G. Stokes est exacte; l'erreur qu'il a commise ne porte
que sur ce qu'il a cru pouvoir déduire de son théoréme que la continuité de la
fonction représentée par la somme de la série entraine I'usiformité de la con-
vergence de cette série. Ph. L. Seidel, au contraire, a envisagé comme non Té-
solue la question de savoir si cette proposition réciproque & lieu, ou non.

Si I'on veut comparer Vimportance relative des recherches de G. G. Stokes
et de Ph. L. Seidel, il convient d’observer que G. G. Stokes u, par contre, donné
le premier des exemples trés simples, devenus classiques, de séries de fonctions

ti lles dont il a d 1t i t la convergence infiniment retardée.
(et lc cas par exemple quand on prend pour la fonction @ (x) du texte Pex-
presslon

1 1
Tfva 1+0@Flz
et que 'on suppose x>>0. F. Arndt'®') donne I'exemple, Lien souvent cité, ol

9,@) =1 —2)e,

P, (@) =

z vérifiant l'inégalité
0LaLL

211) C. R. Acad. sc. Paris 36 (1853), p. 454/9; (Euvres (1) 12, Paris 1900,
p- 30/6.

212) Plusieurs anteurs, en particulier H. E. Heine [J. reine angew. Math.
71 (1870), p. 353] et H. A. Schwars [Verh. Schweiz. Naturf. Ges. 56 (1873), éd.
1874, p. 266; Archives sc. phys. naturelles Genéve (3) 48 (1873), p. 36; Math.
Abh.19) 2, p. 272], écrivent plutét ,convergence au méme degré®. ,On dit avsei,
en italien ,equiconvergenza® (Note de G. Vivanti).*

17, Convergence uniforme des séries. 5

K. Weierstrass™®) dont les cours ont d'ailleurs contribué, dans une
large mesure, & répandre cette motion eb & mettre en pleine lumidre
le réle capital quelle joue dans l'étude générale des fonctions #4),

Ph. L. Seidel™) et, aprés lui, H. E. Heine se sont demandé si,
inversement, la continuité d'une fonction

v= 4w

@) = Zp.@)
n'entrainerait pas la convergence uniforme de la série

@(@) + 9 (#) + @u(@) +- - + P (2)+-
dont elle est la somme. Elle ne Pentraine pas, comme l'ont montré
successivement (7. Darboua®), P. du Bois-Reymond®®) et G. Cantor®")
sur des exemples convenablement choisis™?).
Par contre la convergence de la série des valeurs absolues

@) +1e@) ' + 9@+ He @+

jointe a la continuité de la fonetion représentée par la somme

y=4

2“\'?v(x)‘)

v=0
entraine*?) Tuniformité de la convergence de la série

$o@) + 7 (@) + @ (@) + -+ @ 4

$3iat,

t que la continuité de la

On reconnait dautre part imm

213) Dans deux mémoires datés de 1841/2 maie publiés seulement en 1894,
aprés les mémoires de G. G. Stokes et de Ph. L. Seidel, K. Weierstrass [Werke 1,
Berlin 1894] s'est servi d'abord (p. 67, 70) du mot ,,gleichmissig", puis (p. 73, 81)
du mot ,gleichférmig" auquel correspond & peu prés le mot frangais ,uniforme*.

214) P. du Bois-Reymond [Sitzgsb. Akad. Berlin 1886, p. 360] appelle con-
vergence continue (stetige Konvergenz) ce que nous avons désigné dans le texte
par ,convergence uniforme aux environs d'un point déterminé quelconque* et il
appelle convergence continue dans un intervalle ce que nous avons désigné dans
le texte par ,convergence uniforme dans un intervalle'’.

215) Ann. Ec. Norm. (2) 4 (1875), p. 79.

216) Abh. Akad. Milnchen 12, Abt. 1 (1875), p. 119/20 en note.

217) Math. Ann. 16 (1880), p. 268.

218) L'exemple le plus simple semble étre celui ou @, (x)==0,

v (»— 1z
P, (%) = T Rl gy ) P
et ou l'on envisage les environs du point x =0. Il a ét¢ formé d'apres
G. Cantor*'). Voir aussi 'exemple (2) donné note 197.

218) U. Dini, Fondamenti %), p. 112, trad. p. 148 (n°99). Voir aussi 4. Prings-

heim, Math. Ann. 44 (1894), p. 82; K. Pascal, Esercizi®®), p. 197.
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fonction définie par la limite
f(@) = lim £, (2),
B=4 oo
ob )
fu(@) = 9u(@) + ¢, (2) + -+ + 9,(x)

et ot chacune des fonctions

P0(2), P1(2), @e(®), -y Pu(a)y -
est supposée continue, est déja assurée lorsque la limite
lim £, ()
n=+4 @

converge d'une fagon uniforme simple (n° 16); on dit alors aussi que
la série
7o(2) + 9 (#) + @) + -+ (@) + - -
converge d’une facon simplement uniforme®).
La notion de convergence uniforme par sections (,per tratti) aux
environs d’un point a est due & C. Arzeld. Elle fournit une condition
néessaire et suffisante®™) pour qu'une fonction définie par une expression

220) U. Diny [Fondamenti™), p. 103 (n° 91)] & qui est due cette locution
dit ,in ugual grado semplicermente*.

Dans son mémoire déja cité [Ann. Ec. Norm. (2) 4 (1875), p. 71], G. Darboux
dit d’une série qu'elle est ¢galement ou uniformément convergente lorsque sa con-
vergence est uniforme simple.

On trouve des exemples de séries dont la convergencc est simplement uni-
forme dans V. Volterra [Giorn. mat.(1) 19 (1881), p. 79] et dans J. Tannery [Introd.
4 la théorie des fonctions d'une variable réelle, (1™ éd.) Paris 1886, p. 184
en note]. Dans cette note de .J. Tannery il faut effacer les mots et par Mr. Dini*.

I Bendiason [Ufversigh Vetensk. Akad. forhandl, (Stockholm) 54 (1897,
p. 606/7] donne sussi une méthode générale pour construire des séries & con-
vergence uniforme simple et il montre qu'il n’est pas nécessaire qu'une série
converge d'une fagon uniforme simple pour que la fonction définie par la somme
de cefte série soit continue. Voir aussi E. Borel, Leons sur les fonctions de
vatiables réelles, Paris 1905, p. 40.

221) Au sujet de cette proposition, voir C. Arzeld, Rendic. Accad. Bologna (1) 19
(1883/4), p. 83/4. La terminologie proposée par . Arsela repose sur une image

1 . .
dans laquelle x et - sont envisagées comme les deux coordonnées rectangulaires

d'un point dans un plan auxiliaire. On la rencontre pour la premidre fois dape
C. Arzela, AttiR. Acead. Lincei Rendic. (4) 1 (1884/5), p. 326. F. Borel {Legons 1%,
Paris 1905, p. 41] aa lieu de convergence uniforme par sections dit wConvergence
quast-uniforme®,

C. drzeli [Memorie lst. Bologna (5) 8 (1899/1900), p. 181/86, 701/44; traduit
en allemand par J. T. Pohl et B. Rauchegger, Monatsh. Math. Phys, 16 (1905),
p. b4, 250] & exposé et développé V' ble de ses herches sur les séries
de fonctions. On trouve, en particulier, dans ce mémoire (p. 151, n° 5) une

17, Convergence uniforme des séries. ki

de la forme

r=tom

fo) = lim £,(z) = Zg, ()
a=dom r=

soit continue en un point a.
On dit ¢u'une série
90(?) + 1(@) + (@) + -+ (@) -

converge uniformément par sections aux environs d’un point a lors-
qu'é chaque nombre positif &, fixé aussi petit que lon veut, et &
chaque entier positif » fixé aussi grand que I'on veut, correspond un
nombre positif & et un entier n'>n tels que, & chaque point de
Vintervalle (¢ — 9, « 4 d), corresponde au moins un entier » compris
dans Yintervalle (r, #') pour lequel, en posant

£(2) = @o(@) + ¢ (@) + - - - + o, (2),
(@) =

et
lim £, ().
<47

on ait

(@) — 1. (@) | <&
cet entier v peut d'ailleurs varier avee x.
Dans la théorie de la dérivation et de Vintégration des séries,
Puniformité de la convergence joue un role essentiel.
Les notions de convergence uniforme ou non uniforme dune
suite de fonections d’une variable

fole) (@) @)
et velles de convergence uniforme ou non uniforme d'une série
P(2) + (@) + -+ @+

dont les termes sont des fonctions d'une variable, peuvent tre envi-

nouvelle démonstration du théortme en question qui est 4 V'sbri de la critique
faite par A. Schoenflies [Jahresb. deutsch. Math.-Ver. 8t (1899), &d. 1900, p. 226]
a la démonstration mentionnée plus haut. C. Arzela [Rendie. Accad. Bologna (2) 7
{1902/8), p. 28/32] a donné encore une troisieme d tion de son théoréme,
et cette démonstration est, elle aussi, & I'abri de toute critique.

Une représentation géométrique, & I'aide de courbes dessinées effective-
nent, de diverses possibilités résultant d'une convergence non uniforme a Gté
publiée par W. Osgood [Bull. Amer. math. Soc. 3 (1896/7), p. 59/72] qui donne
en particulier (p. 69) un exemple d'une séric dont la somme représente wne
fonction continue de la variable et qui cependant ne converge uniformément
dans aucun intervalle quelque petit qu'il soit. Voir aussi E.J. Townsend, Uber
den Begriff und die Anwendung des Doppellimes, Diss. Gottingue 1900, p. 56
et suiy,
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sagées comme compriges dans des notions plus générales concernant
les fonctions de deux variables*).

18. Condensation des singularités. Lorsqu'une fonction f(z)
est représentée par la somme d'une série
m $@) + @ (@) + 9, @) -+ @2
uniformément convergente dans un intervalle donné, on peat, aprés
avoir fixé & volonté le degré d'approximation avec lequel on opére,
déterminer un nombre naturel % tel que f(#) puisse, en chacun des
points de Vintervalle envisagé, &tre remplacé, au degré d’approxima-
tion fixé, par la somme des » premiers termes de Ia série (1). Le
nombre n dépend, il est vrai, du degré d’approximation fixé, mais il
est le méme en chacun des points # de V'intervalle envisagé.

Clest sur cette propriété fondamentale des scries uniformément
convergentes®*®) que repose la possibilité de construire des fonctions
f(x) admettant Vensemble des discontinuites yui figurent soit dang l'une,
soit dans U'autre des fonctions d'une suite de fonetions données

¢o(@), ¢, (2), gal)y ooy @00

Par un choix convenable des fonctions @,(%), @, (2}, ga(®) - - s
@,(2), ..... on parvient ainsi & construire des fonetions f(z) qui ad-
mettent une infinité de singularités formant un emsemble dense dans
un intervalle donné (ou, comme disait P. i Bois-Reymond, des fone-
tions panfachiquement discovtinues dans cet intervalle). Clest ce qu’on
appelle, d'apres H. Hamkel*®), construire des fonetions en appliquant
le ,principe de la condensation des singularitis.

Le premier exemple rentrant dans ce type est dda B. Riemonn®®).

222) Sur une des fagons plus géuérales dont on peut envisager ainsi la
notion de convergemce uniforme d'une suite de fonctions, voir la note 340.

228) On peut d'ailleurs appliquer le méme principe en remplagant la ,série*
envisagée par tout autre algorithme illimité ‘produit infini, fraction continue,
déterminans infini). Voir U. Dind, Fondamenti™., p. 147, trad. p. 204 (»° 118).

224) II. Hankel, Untersuchungen iber die unendlich oft oscillicrenden und
unstetigen Functionen (Tiibinger Universititsschriften aus dem Jahre 1870, n° 8),
Tubingue 1870, p. 6; réimprimé: Math. Ann. 20 71832), p. 69.

225) Habilitationsschrift®®); Abh, Ges. Gtt. 13 (1866/7), éd. 1868, math. p. 105;
Werke (2° éd.) p. 242, trad. p. 243.

Le symbole () & ici un sens différent suivant que w est ou n'est pas égal
4 la moitié d’un nombre entier impair. Dans le second cas, si E(u) désigne le
plus grand entier contenu dans «, le symbole (u) doit étre remplacé par « diminué
de celui des deux entiers F(u), B4 1) qui est le plus voisin de ». Dans le
premier cas ol ;

w— E[u]=E[u+1]—u
le symbole (1) doit étre remplacé par zéro.

18, Condensation des singularités. 79

(’est la fonction

ry=+4+m
R N )
f(z) 2']‘,.’
=1
qui fait un ,saut“ dans chaque intervalle quelque petit quil soit et
est cependant intégrable [cf. n° 19 et voir Larticle II 2]
T’étude de cet exemple a amené H. Hankel & essayer de construire
des fonctions de la forme

r= 4o

fla) = ;;ch(si.n vaz),

O €4y Cyyevny Cppevnrs sont des nombres positifs choisis de facon &
assurer la convergence de la série

o F(sinng) + ¢ F(sin2xx) + - - + ¢, F(sinvmz) +--- -+ 3

F(y) désigne une fonetion analytique de y dans tout lintervalle
(=1, + 1), sauf au point y =0 od F(y) admet une singularité que
Yon fixe arbitrairement.

Comme pour toute valeur réelle de 2, y — sinwxx fait partie de
lintervalle (— 1, + 1) et que, dans tous les termes de la série pour
lesquels Iindice » est un multiple d’un entier # arbitrairement fixé,

: ; N . 1
y =sinywz sannule pour tous les v égaux i des multiples de
. - m PR . T
on voit que, pour chaque valeur rationnelle — donnée i z, une infinité

de termes ¢, F(sinvaz) de la série envisagée admettent la singularité
que doit avoir F(y) an point y — 0. Sous certaines restrictions cette
singularité affecte aussi la fonetion [(%) elle-méme et Uon se trouve
ainsi avoir conmstruit une fonction f(z) admettant pour chaque valeur
rationnelle donnée  la variable = une méme singularité fixée & volonté.

11 faut toutefois observer que, précisément parce que la singu-
larité en un point rationnel déterminé quelconque x affecte simulta-
nément un nombre infini de termes de la série dont la somme repré-
sente f(#), une compensation qui surait pour effet de supprimer cette
singularité pour la fonction f(x) n'est pas impossible a priori.

Dans chaque cas od Yon envisage d’autres singularités que les

On peut d'ailleurs pour chaque entier », représenter (vx) par une série de
Vourier [cf. P. du Bois-Reymond, J. reine angew. Math. 79 (1875), p. 26].
J. Frischauf [Z. Math. Phys. 34 (1889), p. 193] étudie la fonction un peu

"= d %)
plus générale S U P> 1
e
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discontinuités finies ordinaires, Vanalyse de H Hankel ne suffit pas
pour discerner si cette compensation a lieu ou non®*). Plusieurs des
résultats qu'il avait obtenus en appliquant son principe ont été cri-
tiqués a juste titre par Ph. Galbert™) qui est méme allé jusqu'a af-
firmer que ,le principe de la condensation des singularités (de Hankel)
lui-méme ne repose sur aucun fondement,

Cest & U. Dind*®) que Lon doit d'avoir montré quelle est la
véritable portée de la méthode de H. Hankel; il y est parvenu en
distinguant avec soin les différentes singularités qui peuvent se pré-
senter.

La méthode de H. Hanlel présente toutefois deux incomvénients:
Pun d'eux résulte de la forme particuliere sinvzz de largament de
la fonction ' que Pou envisage; cette forme entraine, en effet, une
complication inutile provenant de ce que la densité des oscillations
de Y'argument augmente indéfiniment avec ». Le second inconvénient
consiste en ce que la condensation des singularités commence toujours
par avoir lieu en des points rationndls, alors que rien, dans la défi-
nition des singularités, ne légitime le role particulier que jouent ainsi
ces points®®).

Il était donc naturel de chercher a remplacer la méthode de con-
densation des singularités de H. Hanmlel par une autre moins artifi-
cielle. On y est parvenu aprés que (. Cantor eut mis en évidence
que certains ensembles partout denses sont dénombrables (I 7, 2) et
que ces ensembles dénombrables comprennent, outre les ensembles de
nombres rationnels, d’autres ensembles ayant un caractire plus général
comme les ensembles de nombres algébriques par exemple.

La nouvelle méthode de condensation des singularités, due au
fond & K. Weierstruss, a été exposée par (7. Cantor®™), Elle consiste
& eonstruire des fonctions de la forme

v e

@) =2e,Flx —a,),
r=0

226) Cf. G. Darboux, Ann. Ec. Norm. (2) 4 (1875), p. 80.

227) Mém. couronnés et antres mém. Acad. Belgique in 89, 23 (1873), mém.
n° 8, p. 1/16. Voir aussi . Darbouz, Ann. Ec. Norm. (2) 4 (1875), p. 106.

228) U. Ding, Fondamenti®®), p. 117/89; trad. p. 157/83 (n™ 107/16); voir
aussi dans la trad. allemande les additions de /. Laroth, Grundlagen ™), p. 188
et suiv.

) Cf. . Cantor, Literarisches Centralblatt fiir Deutschland [herausgegeben
von F. Zarncke] 1871, p. 150, .

230) Math. Ann. 19 (1882), p. 58s.

Voir aussi J. Liroth, Grundlagen™), p. 158 ct suiv.

18. Condensation des singularités. 81

ou les coefficients ¢, sont des nombres positifs choisis de fagon
A agsurer la couvergence uniforme de la série
oF (@ —a) + o F(x—a)+ -+, Fle—a)+ - - ,

ou éventuellement celle de la série

oF'(@—a)+eF's—a)+ - +eF/(z—a)+ -
[dans laquelle F(z) désigne la dérivée de F(x) prise par rapport & z,
tandis que les nombres @, forment un ensemble dénombrable quel-
conque, qui en particulier peut &tre dense dans tout I'intervalle envi-
sagé™™), et que F'(y) désigne une fonetion de y continue en tout
point y différent de zéro mais admettant une singularité donnée an
point y = 0. Les fonctions f(2) ainsi construites admettent, en chacun
des points de I'ensemble des points z = a,, une singularité semblable
a celle que F(y) admet au point y = 0%9).

231) Il en est ainsi, par exemple, lorsqu'on prend pour a,, 4y, ..., a,, .
l'ensemble des nombres rationnels.
232) Si une série

F)+Fo+ R+ +Fe)+.--
dout les termes F,(y) sont des fonctions continues de y, converge d'une fagon
non-uniforme aux eavirons du point, y — 0 de fagon que lo point y = 0 soit un

point de discontinuité de la fonction
r=tw

Fly)= 3T,
r=0

on peut toujours choivir une suite de nombres c,, ¢, Gy, ..., Cuy ou.. . et une
suite de nombres a,, @,, a,, ..., au, .. .. tels que les points de discontinuité de
la fonction
—+m v=4m
fla) =3 eu JF,(@—a)
a=0 =0
{qui sont précisément les points ag, o, , Gy, ..., Guy ..... 3 forment un ensemble

dense dans un intervalle fini. Cela résulte immédiatement de ce que l'on vient
d'expliquer dans le texto.

En prenant certaines précautions on peut d’aillours intervertir l'ordre des
limites et mettre f(x) sous Ja forme
B u=+tm y=4w

SoiFua—a) = So,0,
w=0 ¥=0

/(@)

V=0

ou les fonctions @, (x), @, (2), Ps(®), ..., P,{&), ..... sont continues comme
sommes de fonctions uniformément convergentes. On se trouve alors avoir formé
une série

9o (@) + 1 (@) + Py @)+ pyl@) £
dont les termes sont des fonctions continues de et doaut la somme représente
une fonction dont les points de discontinuité forment un ensemble dense dans
un intervalle fini, en sortc quil o'y a auncun intervalle, quelque petit gu'on le
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La méthode dont H. 4. Schwarz®™) a fait usage pour construire
ane fonction monotone continue, non dérivable en chacun des points
d'un ensemble dense dans un intervalle déterminé, semble calquée sur
Ja méthode de condensation dont la fonetion construite par B. Riemann
(note 225) avait suggéré l'idée.

Dans le mémoire de (7. Darboux®) on rencontre non seulement
des fonctions analogues f(z) dont le type caractéristique peut s'écrire

r=t o

f(x) *‘gc,F(wm)

mais aussi des fonctions jouissant des mémes propriétés tout en ren-
trant dans le type plus général

y=+o

f@) = Ze, F(m,q),

oU my, My, My, .. .y B, ... sont des nombres naturels donnés.

Une remarque faite en passant par B. Riemann®*) au sujet de
la série

sinxz 4+ sin2xx + sinbxx + - +sinviwr + -

a servi de point de départ a une suite de recherches sur les séries
de T'une ou Vautre des formes

¢ sinm, 7 + o Sinmy@ + ey Sinmyx + -+ ¢, HnMEL - s

£,COB M, T + CgCOSMy T + (5 COS ML + - 4ccosmxT A+,
ol tous les nombres de la suite

My m,

my ™
m my My

sont des entiers positifs parmi lesquels il y en a une infinité plus
grands que 1; on peut, par exemple, supposer que, pour chaque indice

suppose, dana lequel la convergence de cette série serait uniforme; dans cet
intervalle la fonction est donc pantachiguement discontinue. Voir M. Lerch [Giorn.
mat. (1) 26 (1888), p. 375] qui a développé cette idée & propos d'un exemple
rentrant dans le type envisagé.

On peut d’ailleurs anssi construire des séries dont les sommes 1eprésentent
des fonctions continues et qui cependent ne convergent uniformément dans aucun
intervalle [cf. W. Osgood, Bull. Amer. math. Soc. 3 (1896/7), p. 70]; voir & ce
sujet R. Baire (n* 19).

233) Verh, Schweis. Naturf. Ges. 56 (1873), éd. 1874, p. 265; Archives sc.
phys. naturelles Gendve (8) 48 (1878), p. 36; Math. Abh.**%) 2, p. 271, Cf. note 138.

234) Ann. Ec. Norm. (2) 4 (1875), p. 90.

235) Habilitationsschrift *%; Abh. Ges. Gott. 18 (1866/7), éd. 1868, math.
p. 181; Werke®) (2¢ éd.) p. 203; trad. p. 269.
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v, on ait

= ! = = p!
m,=v!, on mg, =my, , =v!

ou encore que, ¢ étant un nombre naturel plus grand que un, on
ait, pour chaque indice v,

m,=a', on My, =my, ., =a.
Pour chacune de ces séries on peut choisir les coefficients
Cyy Cay gy -9 Cyyvvene

de fagon que la somme de la série définisse une fonction finie non
dérivable en une infinité de points, ou méme en tout point réel ).
On peut d'ailleurs aussi choisir les coefficients ¢, ¢, ¢, .-+, ¢, - - -
de fagon que la somme de la série définisse une fonction indéfini-
ment dérivable et ne représente cependant, dans aucun intervalle, une
fonction analytique®).

On peut d’ailleurs aussi prendre pour my, Mg, My, . - Myy - - - - -
des nombres soumis & des conditions moins restrictives que celles
que Von vient d’énoncer. On peut enfin, dans ce qui précéde, rem-
placer les fonctions trigonométriques par des fonctions moins parti-
culiéres %),

Afin d'obtenir des fonctions dont les zéros forment un ensemble
dense dans un intervalle donné, 7. Brodén®) s appliqué un procédé
de condensation des singularités dans lequel les fonctions somt for-
mées an moyen de produits infinis uniformément convergents au lien
d'atre formés au moyen de séries uniformément convergentes.

19. Fonctions admettant un nombre infini de diseontinuités
dans un intervalle fini.
Les différents auteurs qui ont étudié les propriétés de ces fone-

236) La fonction de K. Weierstrass mentionnée au n° 10 rentre dans ce type.
Voir aussi . Darboux [Ann. Ec. Norm. (2) 4 (1876), p. 107}, U. Dini [Ann. mat.
purs appl. (2) 8 (1877), p. 137; Fondamenti™), p. 166, trad. p. 229 (v° 129)],
M. Lerch [Sitagsb. bdhm. Ges. Prag 1886, p. 571; 1887, p. 423/6; J. reine angew.
Math. 103 (1888), p. 126], Ch. Cellérier [Bull. sc. math. (2) 14 (1890), p. 152; (mém.
posth.) lire & la page 142 la note de la Rédaction du Bulletin].

2387) M. Lerch, J. reine angew, Math. 103 (1888), p. 136; Ch. Cellérier, Bull.
sc. math. (2) 14 (1890), p. 158; A. Pringsheim, Math. Ann. 42 (1898), p. 182 44
(1894), p 615 50 (1898), p. 144,

238) U.Dini, Ann. mat. pura appl. (2) 8 (1877), p. 180; Fondamenti %), p. 168,
trad. p. 218 (u° 124); G. Darbouz, Ann. Ec. Norm. (2) 8 (1879), p. 195, M. Lerch,
J. reine angew. Math. 103 (1888), p. 126. Voir aussi J. Hadamard, La série de
Taylor, Paris 1901, p. 94.

289) Math. Ann. 51 (1899), p. 299 [1897).
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tions sont loin d’avoir adopté la méme terminologie. Il en résulte,
dans Pénoncé de certains théorémes fondamentaux, des divergences
qui ont donné lieu 3 de nombreux malentendus.

H. Hankel**®) appelle fonctions lincairement discontinues toutes les
fonctions qui ont un nombre infini de discontinuités dans un inter-
valle fini. II appelle™) ponctuellement discontinues dans un intervalle
fini eelles des fonetions linéairement discontinues dans cet intervalle
pour lesquelles, quelque petit que soit le nombre positif ¢ que L'on
fixe, les points od les sauts de la fonction sont plus grands que &
ne forment un ensemble dense dans aucun intervalle fini®?) compris
dans intervalle envisagé. La définition des fonctions ponetuellement
discontinues donnée par U. Dini®*?), quoique formulée différemment,
revient, au fond, & celle de H. Hankel.

H. Hankel®*) appelle fonctions fotalement discontinues celles des
fonctions linéairement discontinues pour lesquelles les points, o le
saut de la fonetion est plus grand qu'un nombre déterming, suffisamment

petit ¢, forment un ensemble dense dans un intervalle fini au moins,

240) Unters.™™), p. 23; Math. Ann. 20 (1882), p. 89.

241) Unters.?*), p. 30; Math. Ann. 20 (1882), p. 89.

242) On pourrait auesi dire, avec H. Hamkel, ,seulement dispersés (nur
zerstreut) dans tout intervalle fini“.

243) Fondamenti’®), p. 62, trad. p.81 (n°62). U.Dini dit quune fonction est
ponctuellement discontinue lorsque ses points de discontinuité sont distribuds de
fagon que la fonction ait_des points de continuité dans tout intervalle fini quelque
petit qu'il soit. Les fonctions joumissant de cette propriété ne peuvent avoir
de sauts plus grands que ¢ en des points formant un ensemble dense en quelque
intervalle, et réciproquement [H. Hankel, Unters.?*), p. 26; Math. Ann. 20 (1882),
P 905 U. Dini, Fondamenti™), p. 63/5, trad. p. 83/8].

Les objections faites & cette proposition réciproque par H. /. S. Smith {Proc.
London math. Soc. (1) 6 (1874/5), p. 150 (n° 18); Papers 2, Oxford 1894, p. 97]
tombent & faux. Elles ne seraient légitimes que si H. fHankel avait prétendu
montrer quil existe toujours des intervalles dans lesquels la fonction est con-
tinue; mais H. Hunkel n'a jamais rien affirmé de semblable,

A. Schoenflies [Nachr. Ges. Gt 1899, p. 171 et suiv.] éludie de plus
prés la distribution des points de continuité des fonctions ponctuellement discon-
tinues. Voir aussi A. Schoenflies, Jahresb. deutsch. Math.-Ver. 8% (1899), éd. 1900,
P- 125 et suiv,

On observers que la définition des foncti ponctuellement di
donnée par 4. Schoenflies [Nachr. Ges. Gott. 1899, p. 173] coincide exactement
avee celle de H. Hankel; I'opinion contraire que 'on trouve énoncée p. 174) repose
sur un malentendu,

Un exposé d’ensemble de la théorie des fonetions ponctuell tdi i 80
trouve duns 4. Schoenflics; Jahresh. deutsch. Math.-Ver. 8% (1899), éd. 1900, p. 125/44.

244) Unters. ™), p. 30; Math. Ann, 20 (1882), p. 91.
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ou, comme gexprime . Dini*%), pour lesquelles il existe au moins
un intervalle fini dans lequel la fonction n'admet pas de point de
continuité 4%,

A. Harnack®®) entend par fonctions ponctuellement discontinues les
fonctions discontinues pour lesquelles les points od le saut de la fonction
est plus grand qu'un nombre positif déterminé ¢ forment un ensemble
sans étendue™”) quel que soit le choix que l'on ait fait de 6%%). La
fonction de B. Riemann envisagée au n" 18 rentre dans ce type.

A. Harnack*®) ne comprend sous le nom de fonetions linéaire-
ment discontinues que celles des fonctions linéairement discontinues,
su gens de I Hankel, pour lesquelles les points od le saut de la
fonction est plus grand quun nombre positif déterminé 6, forment
un ensemble étendu™T) pour un choix suffissamment petit de 6. Cette
classe de fonctions envisagée par A. Hurmack est plus générale®s)
que celle des fonetions totalement discontinues de H. Hankel et de U. Ding.

Une fonction monotone par sections, finie, discontinue en un
nombre infini de points d'un intervalle fini, méme quand ces points

245; A. Schoenflies [Jahresb. deutech. Math.-Ver. 8? (1899), éd. 1900, p. 128]
s'exprime comme U. Dini.

Leg divers types de foncti total t au sens de H. Hankel,
qui peuvent se présenter ont été Studiés par W. H. Young [Sitzgsb. Akad. Wien
112 (1908) TI*, p. 1307] et par A. Schoenflies [id. 113 (1904) JI*, p. 1277). Voir
aussi, & ce sujet, K. W. Hobson, The theory of functions of a real variable.
Cambridge 1907, p. 241. On trouve dans cet ouvrage (p. 240/69) un exposé d’en-
semble de la théorie des fonctions (d'wne variable réelle) admettant une infinité
de discontinnités.

246) Math. Ann. 19 (1882), p. 242; 24 (1884), p. 218.

247) 11 vaut mieux dire ,éfendu® et .sans dtendue" que de dire, avec
A. Harnack, ,linéaire et ,discret'.

248) 11 en résulte que la proposition énoncée par A. Harnack [Math. Ann.
19 (1882), p. 242; 24 (1884), p. 218], d’apres laquelle ,chaque fonction ponctuelle-
ment discontinue est intégrable au sens de B. Riemann, est exacte tandis que
cette méme proposition énoncée par H. Hankel [Unters.®*®, p. 31; Math. Ann.
20 (1882), p. 92] est inexacte.

H. J. 8. Smith [Proc. London math. Soc. (1) 6 (1874/5), p. 149; Papers 2,
Oxford 1894, p. 95/6] avait déja signalé 'erreur de H. Hunkel. Elle a 6t6 aussi
signalée par U. Dind [Fondamenti "®), p.250, trad. p.340 (u°188)] et prr V. Volterra
[Giorn. mat. (1) 19 (2881), p. 80]. Cette erreur consistait & supposer que chaque
ensemble qui n'est dense dans aucun intervalle est nécessairement sans étendue
[ef. A. Harnack, Math. Ann. 19 (1882), p. 239].

249) Elle comprend aussi, en effet, les fonctions pour lesquelles les points
ol les sauts de la fonction sont plus grends qu'un nombre positif suffisamment
petit ¢ forment un ensemble étendu quoique n'étant dense dans aucun intervalle
quelque petit que soit ¢, fonctions qui, au point de vue de H. Hankel et de
U. Dind, sont des fonctions ponctuell i i

i +
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forment un ensemble demse dans cet intervalle, ne peut étre®) qu’une
fonction ponctuellement discontinue, aussi bien au sens de H. Hankel
et de U. Dini qu'au sens de A. Harnack; les points ou le saut de la
fonction est plus grand quun nombre déterminé ¢ ne peuvent, en effet,
jamais former qu'un ensemble fini (c'est-i-dire formé par un nombre
fini de points) quelque petit qu'on ait fixé o.

Ces mémes points ne peuvent également former qu'un ensemble
fini pour une classe plus générale de fonctions envisagées par C. Jordan
qui leur avait d’abord donné le nom de fonctions & oscillation limitée ™)
et les a ensuite désignées sous le mom de fonctions & variation
bornée®?), Soit f(z) une fonction univoque et finie en chacun des
points de lintervalle (z,, X); dans cet intervalle fixons z,, 2, ..
arbitrairement de fagon que l'on ait

Ty Ly Ly <L, <X

Désignons par
Ay Ay oy 4

n

les variations™) de f(x) dans les intervalles

(%5, 2, (20, 2a)y ooy (2,50 X).

8i, quel que soit le choix des points ;, 2, ... ,_,, la somme
A+ Ayt

(dont aucun des termes ne peut étre négatif) rcste inférieure & un
méme nombre positif déterminé quand # croit indéfiniment, on dit
que la fonction f(z) est @ variation bornde Jans lintervalle (o, X).
Ces fonctions ont été étudiées ensuite par J7. Study®) qui en a
donné une définition, en apparence distincte de celle de C. Jordan, mais
au fond équivalente.

Les fonctions f(z) & variation bornée jouissent de la propriété
caractéristique de pouvoir &tre représentécs, d’'une infinité de manitres,
par la somme de deux fonctions monotones finies de sens contraires
ou par la différence de deux fonctions monotones finies de méme sens.

260) Voir U. Dini, Fondamenti™), p. 66, trad. p. 86 (u’ 66).

La correspondance unijvoque et monotone entre certains ensembles discontinus
et le continu linéaire donne, elle aussi, naissance & des fonctions de cette classe.
Voir & ce sujet A. Hurnack {Math. Ann. 23 (1854), p. 286], . Pearo [Rivista mat. 2
(1892, p. 41] et A. Schoenflies [Nachr. Ges. Gitt. 1896, p. 286]. J. Liiroth
[Math. Ann. 21 (1883), p. 419] a envisagé des correspondances analogues mais non
monotones.

251) C. R. Acad. sc. Paris 92 (1881), p. 229.

252) Cours d’Analyse ®") 1, p. 54.

253) Math, Ann. 47 (1896), p. 298 et suiv.; voir en partic. p. 312.
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Elles sont intégrables. Enfin quand f(z) reste toujours comprise dans

Yintervalle
(fiwe—0), fla + 0)
elles sont aussi rectifiables®*).

U. Dini®*) a montré que toutes les fonctions finies dans un inter-
valle et n'admettant dans cet intervalle que des discontinuités ordi-
naires, ou encore des discontinuités & oscillations & droite seulement,
ou & gauche seulement, formant un ensemble dense dans cet intervalle,
appartiennent  la classe des fonctions ponctuellement discontinues
intégrables dans l'intervalle envisagé.

Méme lorsqu'elles forment un ensemble dense, les discontinuités
d'une fonetion ponctuellement discontinue peuvent étre evitables®S), si
Ton convient d'étendre cette expression & un ensemble infini dénom-
brable de discontinuités chacune évitable au sens de B. Riemann (u® 14).

En appliquant les méthodes exposées au n° 18 on peut construire
de diverses manieres des cxpressions analytiques représentant des fonc-
tions ponctuellement discontinues, intégrables ou non*"). La proposition
énoncée par H. Hankel, d'aprés laquelle chaque fonction ponctuellement
discontinue f(x) qui, aux points de discontinuité a, vérifie la relation

f(@) = $[f(a—0) + f(a + 0)]

peut 3tre représentée par une série de Fourier est toutefois erronée

258)_

264) L. Scheeffer, Actn math. 5 (18845), p. 51; E. Study, Math. Ann. 47
(1896), p. 313, D'sprés C. Jordan [Cours d'Analyse®) 1, p. 100 et suiv.], L,
courbe z = @(f), y=p{t) est rectifiable quand les deux fonctions @(?) et ¥(b)
sont A variation bornée et que, pour toute valeur de t, le point [@(f), (f)] est
sitné sur le segment de droite qui joint les points {gp(t—0), p{t —0)] et
[@(t+ ), w(t + 0).

255) U. Dini, Fondamenti™), p. 201, 246; trad. p. 275, 332 (o 151, 187).

256) On en trouvera des exemples dans H. Hankel [Unters. **), p. 36;
Math, Ann. 20 (1882), p. 97], U. Dini, Fondamenti’), p. 143; trad. p. 183
(n° 116; 8); voir aussi J. Liroth, Grundlagen™), p. 199.

957) Voir H. Hankel [Unters.?*$), p. 33; Math. Ann. 20 (1882), p. 94],
6. Darbouz [Ann. Ec. Norm. (2} 4 (1875), p. 89], U. Dind [Fondamenti ), p. 142;
trad. p. 186 (n° 116; 83 73 8)]; voir sussi J. Liiroth [Grundlagen ), p. 199],
V. Volterra [Giorn. mat. (1} 19 (1881), p. 82], 7. Brodén [Math. Ann. 51 (1899),
p. 310].

V. Volterra a dé tré que deux foncti ponctuell t di i ont
nécessairement, dans tout intervalle quelque petit qu'il soit, des points de conti-
nuité communs. Il en résulte, pour les sommes, les produits, les séries uni-
formément convergentes dont les élé; sont des fonctions ponctuellement discon-
tinues, des thé logues & ceux t les sommes, les produits, les
séries unif t gentes dont les éléments sont des fonctions continaes.

258) Une telle fonction peut méme ne pas &tre représentable par une série
de Fourier tout en dtant intégrable. Le théoréme de B. Ricmann [Habilitations-
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R. Baire®™®) a au contraire montré que I'on peut représenter chaque
fonction qui n’est que ponctuellement discontinue au sens de U, Dini
sur tout ensemble parfait, par la somme d’une série de polynomes; cette
série ne peut naturellement pas étre uniformément convergente comme
celles dont les sommes représentent des fonctions continues (cf. n° 9,
en partic. note 122). Une série quelconque de polynomes, lorsqu'elle
est convergente, ne saurait inversement avoir pour somme qu’une
fonetion continue, discontinue en un nombre fini de points, ou pone-
tuellement discontinue. Si Ion désigne, avec R. Buaire, sous le nom
de fonction de premiére classe toute fonection pouvant &tre envisagée
comme la limite d'une fonction continue (et par conséquent comme la
limite d'un polynome d’aprés le théoreme de K. Weierstrass du n° 9),
on voit que toute fonction de premibre classe qui n'est pas continue
est nécessairement digcontinue en un mombre fini de points ou pone-
tuellement discontinue.

Le premier exemple d’une fonction totalement discontinue a été
donné par G. Lejeune Dirichlet*™) qui a envisagé une fonction f(x)
telle que, x, désignant un nombre rationnel quelconque et x, un
nombre irrationnel quelconque, on ait f(z,) =c¢, flag) =y, c et p
désignant des nombres différents fixés arbitrairement. Quoique cette
fonction soit totalement discontinue (elle n'admet aucun point de con-
tinuité) ses sauts sont évitables au sens que l'on vient de douner a
ce mot, car I'ensemble des points z, est dénombrahle*s!). T.expression
analytique de cette fonction f(z), donnée par 7 Hankel®®) quand ¢ =0
et y =1, ne fournit qu'une valeur impropre de f{z) pour toutes les

wchrift®%); Abh. Ges. Gott. 13 (1867/8), 6d. 1868, math. p. 101; Werke™) (20 6d,),
V- 288; trad. p. 289), sur lequel J7. Hankel s'appuie & tort, dit seulement qu'une
fonction f(z) supposée intégrable est représentde par son développement en
série de Fourier partout ou cette serie est convergente; mais cette sirie peut étre
pantachiquement divergente, co'est-a-dire divergente en uno infinité de points
formant un ensemble dense dans un certain intervalle et cela méme quand f(x)
est continue (voir note 121).

259) C. R. Acad. sc. Paris 126 (1898), p. 885; Ann. mat. pura appl. (3) 3
1899), p. 63; Fonct. discont.®®), p. 80, 90, 112. Of. E. Borel, Legons 119), Paris 1905,
p. 99, 144 et consulter l'article II 2.

260) Cf. n° 3, note 53.

261) J. Thomae [Z. Math, Phys. 24 (1879), p. 64] & défini une fonction ana-
Iytique qui est analogue & celle de G. Lejeune Dirichlet, mais pour laquelle les
ensembles (2,) et (z,) sont tous deux non dénombrables.

262) Unters.®™), p. 37; Math. Ann. 20 (1882), p. 98,

263) 11 en est de méme d'une autre fonction envisagée par H. Hawkel,
Unters.**%), p. 46; Math. Ann. 20 (1882), p. 107. Voir aussi 7. Brodén, Ofversigt
Vetensk. Akad. forhand]. (Stockholm) 58 (1896), p. 602,
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valeurs rationnelles de x%%). L'expression analytique donnée par
A. Pringsheim®) est bien plus avantagense. Si lon transforme
Qailleurs cette expression en étendant le théoreme do K. Weierstrass
sur les fonctions continues (n° 9) aux fonctions & discontinuités
isolées®™*) on voit immédiatement que l'on peut aussi représenter
la fonction de G. Lejeune Dirichlet par une série infinie 3 double
entrée de polynomes. R. Baire®™) en a donné une autre démonstration
résultant de considérations d’ordre plus général. Dans la terminologie
de R. Baire, od une fonction est dite de siome classe**®) lorsqu’elle peut
étre représentée par une série infinie de polynomes & n entrées sans
pouvoir I'étre par une séric infinie de polynomes & un nombre moindre
dentrées, la fonction de G. Lejeune Dirichlet est de seconde classe.

20. Fonctions continues admettant un nombre infini de sin-
gularités dans un intervalle fini. Parmi les fonctions continues flz)
admettant, dans un intervalle fini, un nombre infini doscillations
ou de sections d'invariabilité?®), il convient, d'apres U. Dini, de
distinguer celles auxquelles il suffit d’ajouter (ou de soustraire) des
fonctions monotones F(z) convenablement choisies, admettant des
dérivées finies suffisamment grandes (par ex. des fonetions lindaires
ma - m), pour obienir des fonetions ¢(z) — f(z) + F(z) n’ayant plus
ni oscillations, ni sections d’invariabilité. On désignera ces fonctions f(z)
sous le nom de fonctions réductibles *7) dans I'intervalle envisagé. Toute

263%) Voir E. Borel, Legons *%), Paris 1905, p. 94. Au liou d'appliquer, dans
ce cas, la méthode en question a I'expression °%) lim (cos n! m2)2¥, F. Hartogs

y=dw
observe (communication verbale) que I'on parvient directement au résultat cherché
en remplagant (cos n!mwz)* par le polynome

u=aln

=1

264) C. R. Acad. sc. Parie 126 (1898), p. 884; Ann. mat. pura appl. (8) 3
(1899), p. 69; E. Borel, Legons ''%), Paris 1905, p. 99.

265) Sur 'existence de fonctions discontinues de nmitme classe, pour n fini
quelconque ou méme transfini, voir H. Lebesgue, J. math. pures appl. (6) 1 (1905),
p- 141 et suiv.; E. Borel, Legons*'%), Parig 1906, p.156; R. Baire, Acta math. 30
(1906), p. 30 et suiv.; en partic. (p. 47) l'exemple donné d’une fonction de troi-
sitme classe. Ces questions seront exposées en détail dans larticle IT 2.

266) C'est-a-dire d'intervalles dans lesquels la fonction a une valeur cons-
tante. Cf. n° 6 note 79.

267) U. Dind [Fondamenti?), p. 176, trad. p. 241 (n®134)], & qui est due cette
distributiou en deux classes distinctes des fonctions envisagées, appelle fonctions
wde premidre espdce® (di prima specie) les fonctions réductibles; il appelle ,irri-
ducibili ou ,.de scconde espbce (di seconda specie) les fonclions irréductibles.
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autre fonction continue f(z) du type envisagé sera désignée sous le
nom de fonction irréductible dans Pintervalle envisagé.

Toute fonetion réductible ¢(z) dans un intervalle peut donc étre
décomposée d'une infinité de maniéres en une somme de deux fonctions
f(&) + F(z) et — F(z), chacune finie monotone (n° 6) et n'ayant
dans Vintervalle envisagé aucune section d'invariabilité %),

Pour qu'une fonction f(%) soit réductible dans un intervalle (z,, X)
il faut et il suffit™) qu'en chacun des points de ceb intervalle les
quatre dérivées soient plus grandes qu'un nombre négatif déterminé
— m [le méme pour tous les points & de Vintervalle (z,, X)] ou encore
que ces quatre dérivées soient plus petites qu'un nombre positif m
[le méme pour tous les points & de l'intervalle (24, X)]: en effet, la
fonction f(x) + mz est, dans le premier cas, une fonction monotone
croigsante tandis que, dans le second cas, la fonction f(x) — mz est
une fonction monotone décroissante.

Parmi les fonctions réductibles dans un intervalle (z,, X), il y en
a qui admettent, en chacun des points de (;, X), une dérivée finie et
déterminée, méme quand les maximés et minimés forment un ensemble
dense; mais dans ce dernier cas la dérivée admet toujours des maximés
ot minimés formant un ensemble dense dans (2, X); elle est nécessaire-
ment nulle aux points de continuité quand il y en a, et elle n'est
intégrable dans aucun intervalle compris dans (x5, X)*™).

268) Ces fonctions font donc partie de la classe plus générale formée par
les fonctions a variation bornde (n° 19).

269) U. Dini, Fondamenti ), p.178 ot suiv. trad. p. 236 et suiv. (n°* 133, 134)

P. du Bois-Reymond [J. reine angew. Math. 79 (1875), p. 34; Zur Ge-
schichte der trigonometrischen Reiben, Leipzig s. d. (18301, p. 32] avait montré
que Ia fonction f(x) peut étre décomposée en une somme de deux fonctions finies
monotones, quand elle admet une dérivée intégrable; mais comme on l'observe
dans le texte®) cette condition n'est jamais remplie lorsque la fonction fix)
admet une infinité de maximés et minimés formant un ensemble dense, en
d’autres termes lorsque la fonction f(x) est pantachiquement oscillante.

270) U. Diné, Fondamenti™), p. 167, 281, 283; trad. p. 229, 381 (n* 130
et 201).

Comme la fonction de Hankel, mentionnée dans la note 136, admet une
dérivée inlégrable dans tout intervalle [voir G- Darbouz, Amn. Ec. Norm. (2) 4
(1875}, p. 109], cette fouction ne peut, dans aucun intervalle, admettre une infinité
de maximés et minimés formant un ensemble dense dans cet intervalle, en d’autres
termes elle ne peut admettre dens ancun intervalle de ,.vibrations pantachiques*,

La fonction de Koepcke (n° 11 note 136) rentre par contre dans le type en-
visagé ici daus le texte [voir en particulier: Math. Ann. 29 (18€7), p. 135).

La portée relative des notions d'intégrale définie et d'intégrale indéfinie
qui intervient ici, ainsi que toutes les modifications qui ont lien quand la notion
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D'autres fonctions®™), réductibles dans un intervalle, admettent
1°) une dérivée finie et déterminée aux points d’un certain ensemble
donse dans cet intervalle; 2°) deux dérivées distinctes®'®) finies l'une
& droite l'autre & gauche en d'autres points formant aussi un ensemble
dense dans le méme intervalle.

D'autres fonctions encore®™), réductibles dans un intervalle, ad-
mettent une dérivée finie et déterminde aux points d'un certain en-
semble dense dans lintervalle envisagé et une dérivée infinie, positive
ou négative?™), en d’autres points formant aussi un ensemble dense
dans le méme intervalle®™).

d'intégrale de B. Riemann fait place 2 la notion plus générale de H. Lebesgue,
sera étudide en détsil dans Varticle 112 de 1'Encyclopédie.
271) 7. Diné [Fondamenti ), p. 140, trad. p. 183 (n° 116)] en & donné un
exemple bien simple en envisageant la fonction
v=
fim = DR o>y
¥=1

J. Lniroth [Grundlagen ™), p. 198] a ajouté Texemple plus simple encore

r=t®
fl@y=Se, z—a,l,
=1

ot la somme est étendue i Vensemble (a,) de tous les nombres rationnels, et o
chaque coefficient ¢, est fixé de fagon & vérifier I'inégalité

1
QLo 6>

T. Brodén [J. reine angew. Math. 118 (1897), p. 27] a donné un exemple
du méme genre obtenu 3 l'aide de considérations d'ordre géométrique.

272) Le type géométrique correspondant est celui des ,points anguleux
(saillants ou remtrants)*; le type mécanique correspondant est celni du seoin'.

278) K. Weierstrass [voir G. Cantor, Math. Ann. 19 (1882), p. 591] & donné
comme exemple d'une fonction de cette espéce la fonction

v=to
flay =S,z —ats
=0

cette fonction réductible est d'ailleurs monotone. Voir aussi J. Ltiroth, Grund-
lagen ’®), p. 199.

T. Brodén [Ofversigt Vetensk. Akad. forhandl. (Stockholm) 53 (1896), p. 585]
& envisagé un type un peu plus général de fonctions f(z) on f'(z) =+ 00 non
seulement pour un ensemble dénombrable de points qu'il nomme ,primaires*
mais aussi pour un ensemble non dénombrable de points qu'il nomme ,secon-
daires".

274) Le type géométrique correspondant est celui du ,,point d'inflexion a
tangente verticale'.

275) Cependant ane fonction continue ne peut avoir, en tous les points d'un
intervalle fini, une dérivée infinie, que cette dérivée infinie soit d'ailleurs déter-
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Comme toute fonction monotone
?(@) = (@) + mz,
déduite d'une fonction réductible f(z) par addition d'une fonetion
linéaire F(z) — ma, se comporte, en ce qui concerne les discontinuités
ou les infinis ou la non existence des dérivées, exactement comme la
fonction f(z) elle-méme, on peut, en envisageant toutes les fonctions
1@ = 9@) —ma
déduites d'une méme fonction continue et monotone o(z) en faisant
varier m de — 0o & + 00, obtenir des critéres déterminés concernant
Texistence et les propriétés des dérivées de ces fonetions [(@)™).
Parmi les fonetions irréductibles®?) il faut citer tout particuliere-
ment celles pour lesquelles soit les dérivées supérieure et inférieure ),
soit les dérivées & droite et & gauche®®), sont infinies de signes con-
traires ™) en une infinité de points formant un ensemble dense.
Liintégration des fonctions continues f(x), ayant un nombre
infini de maximés et minimés formant un ensemble dense, donne
naissance, aussi bien quand ces fonctions f() sont réductibles que
quand elles sont irréductibles, & une classe remarquable de fonctions

minée ou non déterminée [Une dérivée infinie en un point est dite non déterminde
lorsqu'en ce point les dérivées 4 droite et & gauche de la fonction sont l'une
+ 0o l'sutre — 0], Voir U. Dini [Fondamenti ™), p. 69, 177, trad. p. 91, 135
(0 71 et 135)] et Gy. (J.) Konig [Monatsh. Math. Phys. 1 (1890), p. 12]. Voir
aussi J. Liiroth, Grundlagen ™), p. 303.
276) U. Dini, Fondamenti™), p. 188, 214; trad. p.257, 201 (n™ 143 et 162).
277) Clest le cas pour la fonction de K. Wederstrass qui n'est dérivable
en aucun point (cf. JI 8). Voir aussi Gy. (J,) Konig, Monatsh. Math. Phys. 1
(1890), p. 11.
278) Exemples:
r=t= N
19) flay= 2oz —an)¥,
=0

ot a, désigne l'ensemble des nombres rationnels;
y=too )i
\ sin vz 2
2 flay= D SRR,
*=1

ce second exemple est dd & H. Hankel, Unters.t$), p. 22; Math. Ann. 20 (1882),
p- 88.

G. Darboux [Ann. Ee. Norm. (2) 4 (1875), p. 106] a remplacé par une dé-
monstration rigoureuse 1'analyse insuffisante de H. Hankel. Voir aussi U. Ding,
Fondamenti ™), p. 241; trad. p. 183 (n° 116).

279) Le type géométrique correspondant est un point de rebroussement i
tangente verticale.
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continues @(x). Ces fonctions @(#) [qui sont d’ailleurs monotones
lorsqu’on prend pour f(«) des fonctions conservant partout leur signe|
admettent en chaque point # une dérivée continue @'(x), égale & (%),
sans qu'il soit cependant possible de se les représenter géométrique-
ment®): il y a, en effet, dans chaque intervalle, quelque petit qu’il
80it, au moins une valeur déterminée que f{z) prend un nombre in-
fini de fois®?), en sorte que la courbe

y = o(z)

devrait, sans étre formée de segments de droites, avoir en une infinité
de points de chaque intervalle, quelque petit qu’il soit, des tangentes
ayant méme direction.

TII. Fonctions de plusieurs variables réelles.

21. Domaine de n variables. Un systéme de n variables réelles
est un systéme particulier de # symboles, pris dans un ordre déter-
miné, représentant chacun une variable réelle (u°4). On appelle do-
maine du systtme des # variables 'ensemble des systemes des # nom-
bres réels que les # symboles représentent: un domaine peut com-
prendre un nombre fini ou infini de systdmes de nombres réels. On
désignera par () le domaine du systéme des n variables 7, Tgy oevy &y

On appelle varidtd d’ordre n*?), ou espace (analytique) 2 # dimen-

280) A. Koepcke, Math. Ann. 29 (1887), p. 137,

281) Ce théortme est loin d'étre évident. On en trouve une démonstration
dans Gy. (J) Kinig, Monatsh. Math. Phys. 1 (1890), p. 8. Voir aussi J. Liiroth,
Grundlagen ™), p. 302 ot A. Koepcke, Mitth. math. Ges. Hamburg 3 (1891/1900),
p. 876/9 [1899].

282) Le mot varidté (Mannigfaltigkeit) semble da & O. F. Gauss [Gobtin-
gische gelehrte Anzeigen 1841, p. 633; Werke 2, Gottingen 1876, p. 178].

B. Riemann en fait usage: Uber die Hypothesen, welche der Geometrie zu
Grunde liegen [Habilitationsschrift, Gottingue 1854; Abh. Ges. Gott. 13 (1866/7),
6d. 1868, math. p. 135; Werke?®) (2° éd.), p. 273 et suiv.; trad. p. 282 et eniv.],

Voir aussi 8. Pincherle (apris K. Weierstrass), Giorn. mat. (1) 18 (1880),
p- 284; E. Jurgens, Jahresb. deutsch. Math.-Ver. 7! (18Y8), éd. 1899, p. 50; trad.
italienne: Giorn. mat. (2) 14 (1907), p. 1/6

Parmi les mémoires se rapportant aux variétés d'ordre », nous citerons ici:
W. von Dyck, Math. Ann. 82 (1888), p. 457 (avec nombreux renseignements biblio-
graphiques); id. 87 (1890), p. 273; H. Poincaré, J. Be. polyt. (2) eah. 1 {1895}, p.1;
H. Minkowski, Geometrie der Zahlen 1, Leipzig 1896, p. 1 et suiv.; L Schlifli,
Theorie der vielfachen Kontinuitat, Zurich et Bale 1901; R. Baire, Acta math. 30
(1906), p. 8 et suiv.; Fonct. discont.’®), p. 99 et suiv.

Dans plugieurs articles de V'Encyclopédie on étudie les propriétés de ces
variétés d'ordre quelconque.



94 A Pringsheim. 111. Principes de la théorie des fonctions, J. Molk.

sions ™), ou monde n** ™) Vensemble des systemes de n nombres
que l'on obtient en combinant de toutes les munidres possibles fous
les nombres réels x,, fous les nombres réels z,, ..., tous les nombres
réels ,. On dit de chacun des systemes de nombres réels (a,, as,
., a,) ainsi formés quil définit un point (analytique) a de cet

espace 4 n dimensions, ou encore un point (analytique) n*™. On dit
aussi que le nombre réel a, est la v*™° coordonnée du point a.

L'expression

Ve —b)+ (@—b)"+ - 4 (@, — b,)?
mesure la distance {ab! de deux points a et b de coordonnées
(ay, @5, -, @) et (b, by ..o, B).
L’expression
ta b | +lag—by' +- -+ a, =Dy
mesure ce que C.Jordan appelle I'écart®3) |a, b| de ces deux points et
|a,—b,!

mesure Décart de leurs v*me coordonnées.

Les environs d'un point @ sont formés par ensemble des points
x pour lesquels la distance ||, ou I'écart {a, z|, ou encore les n
Gearts la, — |, |ay — %), ..., |2, — &,| des coordonnées de méme
indice sont inférieurs & un nombre positif déterminé ™). Ces

983) G. Cantor, Math. Aun. 21 (1883), p. 6574; Acta math. 2 (1888), p. 409; 7
(1885/8), p. 105.

284) Ch. Méray, Ann. Ec. Norm. (3) 16 (1899), p. 194.

285) . Jordun, Cours d'Analyse®!) 1, p. 18.

H. Minkowski [Math. papers Chicago '*%), p. 202; trad. L. Laugcl, Nouv. Ann.
muth (3) 15 (1896), p. 395; Geom. der Zahlen**) 1, p. 1] & introduit une notion
plus gévérale qui comprend comme cas porticuliers celles d'écart, de distance
et de maximé des ¢carts des coordonnées; il lui a donné le nom de distance
radiale (Strahldistanz): on pourrait peut-étre dire ,floignement’.

286) Aux ,environs d’'un point, entendus dans T'un quelconque des trois
sens donnés dans le texte & ce mot, correspondent toujours des ,environs* du
méme point dans chacun des deux autres sens.

En langage géométrique on peut dire que, pour n =2, les frontidres des
trois types d’environs (a: g) d'un point a sont:

1) une circonférence de cercle de centre a, de rayon ¢;

2) un carré inserit dans ce cercle el ayant ses diagonales parallzles aux
uses coordonnés;

3) un carré circonscrit su méme cercle et ayant ses cdtés paralleles aux
axes coordonnés.

Pour n=23 on obtient de méme la surface d'une sphére pour frontire du
premier type d’environs (a; ¢) d’'mn point a, et les faces d'un octaédre pour
frontiere du second type, celles d'un cule pour frontiére du troisitme type.
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environs de a seront représentés par le symbole

(23 o).
Cette fagon de parler, & laquelle correspond une représentation spatiale
quand # = 2 et quand » = 3, est commode quel que soit n.

Dans un espace & » dimensions on peut faire correspondre, d'une
fagon parfaite, & chaque domaine () un ensemble ponctuel au sens de
. Cantor. On peut donc appliquer & chaque domaine (%) les défini-
tions et théoremes fondamentaux do la théorie des ensembles comme
on Pa déja fait (n° 4) dans le cas ot n =1,

En particulier tout domaine () qui contient un nombre infini
de points admet nécessairement au moins un point d'accumulation®7);
ce point ne fait d'ailleurs pas nécessairement partie du domaine (z).

Lorsqu'un domaine () contient tous ses points d'accumulation
on dit qu'il est clos™®).

1] est parfois commode de faire encore usage du méme langage géométrique
quand »>>3; on parle alors de la surface d'une sphére 4 » dimensions ou des
faces d’un cube & n dimensions, constituant la frontidre des environs (a; ¢) d'un
point « dans un monde n*.

287, Ce théordme est di i K. Weierstrass [cf. S. Pinckerle, Giorn. mat. (1)
18 (1880), p. 241]. Voir aussi (" Jordan, Cours d’Analyse®!) 1, p. 23.

On remarquera que si a est un point d’accumulation des points x d'un

domaine (z), et 8i @, a,, ..., «, sont les coordonnées de a, et 2,,2y,..., 2,
celles de z, les points a,, a,, ..., @, ne sont pus tous nécessairement des points
d'accumulation respectifs des points x,, Z,, ..., @,. On peut seulement affirmer

qu'un au moins de ces points a, est un point d'accumulation des points z, de
méme indice », tandis qu'il est possible que pour tous les autres indices v, ou au
moins pour un certain nombre de ces indices, on ait x, —a,. Ainsi, pour n =4,
les points envisagés ,, x,, ¥, peuvent #tre situés sur une mime droite passant
par le point a et parallele i deux des plans de coordonnées, ou encore dans un
méme plan contenant le point a et paralléle & un des trois plans de coordonnées.

Un domaine qui n'est pas borné a toujours comme point d’accumulation
le point oo et il peut arriver qu'il n'ait pas d'autre point d’accumulation
[ef. n° 4 et S. Pincherle, Giorn. mat. (1) 18 (1880, p. 236]. On remarquera que
dire que ,le point 0o est un point d'accumulation des points z* veut simplement
dire que ,au moins pour un indice v, les nombres positifs |z, | admettent le
point 4 oo comme point d'accumulation, les ,, pour toute autre valeur donnée
a Tindice v, n'étant d’ailleurs soumis & sucune condition particuliére.

288) C. Jordan [Cours d'Analyse®!) 1, p. 19] appelle ensembles parfaits les
domatnes clos du texte. G. Cantor, nu contraire, dit qu'un ensemble est parfat
lorsqu'il est, non sculement clos, mais dense en soi (in sick dicht), en sorte qu'un
ensemble parfait au sens de G. Canior est identique avec son ensemble dérivé (c'est-
i-dire avec I'ensemble de ses poinis d’accumnulation).

E. Borel [Legons sur la théorie des fonctions, Paris 1898, p. 36] appelle
,ensembles parfaits* ou , absolument parfaits* les ensembles parfaits de G. Cantor
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Lorsque les valeurs absolues |z, | des coordonndes x, des points
d'un domaine () sont toutes inférieures & un méme nombre fini et
déterminé on dit que le domaine (z) est bornd®®),

Un domaine (#) qui ne renferme pas tous les points z dun
monde %™ est un domaine restreint dans ce monde n*™°. Le domaine
(z") formé par tous les points du monde »** non contenus dans le
domaine (z) s'appelle le domaine complémentaire de (x) dans le
monde n*™,

Si () et (#') somt deux domaines complémentaires, tous les
points z dont les environs (x; ¢) contiemnent, quel que soit ¢, au
moins un point de (£7)**®) et tous les points z' dont les environs
(#'; @) contiennent, quel que soit ¢, au moins un point de (z), for-
ment la frontiere commune®') des deux domaines (x) et (z"). Chacun
de ces points est un point frontiére de (z) et (z'). Tout domaine
restreint a des points fronticres®?).

Si un domaine restreint () contient d'auntres points que des
points frontieres®) de ce domaine, il contient des points z ayant, dans
le monde #*°, des environs (x; @) dont tous les points font partie du
domaine (z); ces points z sont les points intériewrs du domaine ().

Les points intérieurs du domaine (2”) complémentaire d'un domaine
(x) sont les points extérieurs du domaine (x).

Dans le monde #*** imaginons un domaine (z). On dira que (z)
est d'wn seul lenant®™*) lorsque, quelque petit que soit fixé & >0, on
peut intercaler entre deux points quelconques (%, X de () un nombre

et ,relativement parfaits' les ensembles parfaits de C. Jordan, cest-a-dire les
domaines clos du texte.

Au lien de ,domaine clos* Ch. Riguier [Ann. Ee, Norm. (3) 7 (1890), p. 266)
dit ,,portion d’cspace compléte*.

289) C. Jordan [Cours d'Analyse®t) 1, p. 23] dit ,ensemble borné“;
Ch. Riguier [Ann. Ee. Norm. (3) 7 (1890), p. 266] dit ,,portion d'espace limitée"
(@ » dimensions),

290) Ces environs coutiennent alors toujours une infinité de points 2’

291) Un point d’accumulation de (z) n'est point frontitre que quand il n'est
pas point intérieur de (x).

Tout point isolé de (x) est point frontidre sans étre point d’accumulation de ().

292) Pour la démonstration, voir C. Jordan, Cours d'Analyse®)) 1, p. 20.

293) Un domaine formé par I'ensemble de tous les points i coordonnées
rationnelles, dans un espace & n dimensions, admet comme points frontitres tous
les points de cet espace, en sorte que ce domaine n'a ni point intérieur, ni point
extérieur. O, Jordan [Cours d'Analyse®!) 1, p. 22] réserve le nom de domaine
sux ensembles qu'il appelle®®) parfaits et qui admettent des points intérienrs.

294) C. Jordan, Cours d’Analyse®) 1, p. 25.

+P. Tannery [Revue philos. 20 (1885), p. 402) 'avait appelé , bien enchainé.*
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fini de points ), &, ..., 2™-, 4™ =X, tel que pour p=0, 1, 2, ...,
m—1, les distances |2®z¥D|, ou len écarts |2, 2 +9|, soient
chacun plus petit que &

Un domaine (z) clos et dun seul temant est dit continu®®).
Lorsqu'un domaine (x) est continu on dit aussi que les variables
Zy, Xyy ..., x, dont il dépend sont des variables conmtinues dans ce
domaine.

Les domaines continus d’un monde %*™ comprennent tous les
domaines continus imaginables d'une, de deux, ..., de n — 1 ot de n
dimensions, ainsi que toutes les juxtapositions possibles de ces domaines
en nombre quelconque, la juxtaposition pouvant dailleurs n'avoir lien
qu'en un nombre limité de points du monde p%e3%),

Dans tout monde #*™ on peut, en particulier, rencontrer des
domaines continus ne contenant aucun point intérieur 7).

Dans la théorie des fonctions de n variables réelles®®) (n > 2),
on n'envisage généralement sous le nom de ,domaine continu® dans

295) G. Cantor [Math. Aon. 21 (1883), p. 576] appelle ,continuum® un
domaine ,parfait et d'un seul tenant“. Comme un domaine clos et d’un seul
enant ne peut dtre que parfait an sens de G. Cantor **%), 1o ,,continnum* de G. Cantor
est identique au domaine continu du texte.

La définition du ,continuum* donnée par B. Bolzano [Paradoxien des Un-
endlichen, publ. par F. Pihonsky, leipzig 1851; réimpr. Berlin 1889, p. 72
(5 88)] et adoptée par S. Pincherle [Giorn. mat, (1) 18 (1880), p. 236] convient
sussi i certains domaines imparfaits d'un seul tenant. Elle convient méme a
des ensembles formés par une infinité de tels domaines sépards les uns des
autres, par exemple & l'ensemble des domaines formés per les nombres rationnels
« vérifiant pour un entier » =0, +1, 42, ..... les deux inégalités

20 a2y 1.

296) Voici quelques exemples de domaines continus dans le monde binaire:

1) un aze de courbe; ou une courbe fermée quelconque;

2) l'ensemble d’un nombre quelconque de lignes ayant chacune au moins
un point commun avec une au moins des autres lignes;

3) I ble de deux surf circulaires t tes extérieurement;

4) I'ensemble de deux surfaces circulaires extérieures I'une & autre et d'un
segment de droite joignant un point de la circonférence du second cercle & un
point de la circonférence dun premier.

297) Un segment de droite, un arc de cercle, la circonférence d'un corcle
sont des domaines continus sans point intérieur dans un monde binaire (ou nrire
pour % >>2}; une figure plane quelconque de dimensions limilées est un domaine
continu sans point intériour dans un monde ternaire (ou nav* pour n > 3).

298) Ceci s’applique aussi aux fonctions d'une variable complexe z =g+ iy,
4 coefficients complexes, puisque ces fonetions peuvent étre mises sous la forme
4+ iB, ot 4 et B sont des fonctions & coefficients réels des deus variables
réelles x et .
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un monde #** qu'une certaine classe H, de ces domaines continus
au sens de G. Cantor. Ces domaines continus H,(n > 2) qu’on pourrait,
pour les distinguer des autres, désigner sous le nom de domaines
continus homogines du monde n*'™ sont ceux des domaines continus
au sens de (. Camtor qui ont, non seulement des points indéricurs™')
(et dont les environs de chaque point-frontibre contiennent des points
intérieurs quelque petits que soient fixés ces environs), mais qui sont
en outre tels que, si l'on fixe deux points queleonques z, et X &
leur intérieur, on puisse intercaler entre ces deux points un nombre
fini de points intérieurs z,, a,, . . ., %, tels que pour p=1,2, ..., m
le point z, soit situé dans les environs de z,_, faisant partie de
H, et que le point X soit situé dans des environs de z,, faisant
partie de H,*®). On exprime cette derniere propriété en disant que
le domaine H, est connexe®?).

299) L’existence de chaque point intériewr d'un domaine continu entraine
cello d’environs de ce point qui tous sont points intérieurs de ce méme domaive
continu. Il en résulte (cf. note 286) que, dans un monde binaire, & chaque point
intérieur d'un domaine continu correspond une surface plane circulaire ou carrée
dont tous les points sont des points intérieurs de ce domaine continu; et que,
dans un monde n** (n > 8), & chaque point intérieur d'un domaine continu cor-
respond une sphére i » dimensions, ou un cube 4 » dimensions, dont tous les
points sont des points intérieurs de ce domaine continu, Ces surfaces planes
circulaires ou carrées dans le monde binaire, ces sphires ou cubes 4 n dimen-
sions dens le monde @™ (r>>3) constituent manifestement les types les plus
simples de domaines continus homogénes H, ou H,.

300) D’aprés ce qu'on vient de dire (note 299), on peut donc tendre vers
tout domaine continu homogdne H, par un systme de carrés se juxtaposant
les uns aux sutres et dont tous les points sont points intérieurs de H,. Et
de méme on peut tendre vers tout domaine continu homogéne H, (n > 3) par
un systéme de cubes & # dimensions. -

Pour n == 2, K. Weierstrass [Monatsb. Akad. Berlin 1880, p. 721; Funktionen-
lebre®®), p.71; Werke 2, p. 208] appelle ,continuum“ une partie de surface
d'un seul tenant limitée par des lignes ou des points; sa définition du ,.econ-
tinuum* quel que soit # {Einige auf die Theorie der analytischen Funktionen

h Veriinderlichen sich beziehende Sitze, autographié (s. d) [1879], p. 20,
Funktionenlehre °8), p. 129; Werke 2, p. 165] est analogue. Voir aussi E. Phragmen,
Acta math. 7 (1885/6), p. 43.

Souveni aussi on ne prend pas les points-frontieres d'un d ine con-
tinu parmi ceux du continwum [G. Mittag-Leffler, Acta math. 4 (1884), p. 2
A. Huwrwitz, Verh. des crsten intern. Math.-Kongr. Ziirich 1897, publ. par
F. Rudio, Leipzig 1898, p. 94]. Il veudrait peut-étre mieux dire ici ,,domaine
semi-continu® (semicontinuum), d’aprés @. Cantor, Math. Ann. 21 (1883), p. 590.

La définition que H. Burkhardt [Einfihrung in die Theorie der analytischen
Functionen einer complexen Veriinderlichen, Leipzig 1897, p. 75, V et XI] a
donnée d’un domaine continu homogéne binaire est trop générale puisquelle
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E. Phragmén®®) a démontré que, si H; (domaine continu homogene
binaire dans un monde binaire) a des points extdriewrs, la frontitre
de H, contient nécessairement au moins un domaine clos d'un seul
tenant C n'ayant aucun point intérieur.

Si H, est bornd, on peut toujours construire un domaine binaire 4
de forme annulaire, composé de carrés aussi petits que Ton veut, tel que
C soit tout entier compris dans A et qu'a Pintérieur de chacun des
carrés envisagés se trouve une partie de C.

Réciproquement, dans un moude binaire, un domaine C, ainsi
défini, partage le monde binaire en domaines continus dont I'un au
moins est borné. Cette réciprogue qui joue un role fondamental
(en particulier dans la théorie des fonctions d'une variable complexe)
a été démontrée, dans un sens plus général encore, par C. Jordan™3).

C. Jordan suppose le théoréme vrai lorsque le contour simple
(' est un polygone et cette hypothése est conforme & notre intuition.
Dans sa démonstration la notion de courbe est d’autre part extré-
mement générale: le contour simple C est représenté®) par deux
équations*®)

z=g,(f) T= ®,
convient aussi & I'ensemble de plusieurs parties de surfaces qui ne seraient reliées
que par des lignes ou n'auraient e commun que des points isolés. Dans la
seconde édition de ce méme ouvrage, Leipzig 1903, 1a définition de H. Burk-
hardt est d'ailleurs modifiée de fagon & ne plus donuer prise & aucune critique
(cf. p. 79, 80, IX, XII, XILL); voir aussi (3° éd) Leipzig 1908, p. 88, 89, IX, XII.

301) Parmi les domaines d’un seul tenant, B. Riemann n's jamaie envisagé
que les domai (. hil d«) [(Werke (2°€éd.), p. 9, 27; trad.
L. Laugel p. 9, 32]. Un domaine qui n'est pas connexe est ,morcelé”.

Les domaines ,connexes* de H. Buwrkhardt [Analyt. Fonet.%) (17 éd.),
p. 75, IX] sont les domaines continus du texte: ils sont clos et d’un seul tenant.

302) Acts math. 7 (1885/6), p. 44. E. Phragmén a ensuite (p. 48) formulé
un théoréme analogue pour I, quel que soit 2.

308) C. Jordan, Cours d’Analyse®) 1, p. 90. Voir l'objection 4 cette démons-
tration faite par A. Schoenflicss [Math. Ann. 62 (1906), p. 287}

On regardait sutrefois cette proposition comme résultant immédiatement
de notre intuition spatisle. Si au lien de définir analytiquement le contour simple
C on le définit géométriguement, comme V'a fait E. Phragmeén, on se trouve supposex
implicitement une partie essentielle de la proposition que I'on veut démontrer.

304) A. Hurwitz [Math -Kongr. Ziirich*®%), p. 102] a formulé la définition
des contours simples, et plus généralement des courbes continues dans un monde
binaire, sous une forme plus g trique qui est ind dante de la rep: -
tation de z, et x, au moyen d'un méme paramétre ¢.

306) Contrairement & ce qui a lieu pour les contours simples, les courbes
continues queleconques, définies analytiquement, peuvent aussi comprendre des
domaines homogines continus binaires dont les points seraient rangés dans un
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o, dans un intervalle (4, T), p, et g, désignent des fonctions con-
tinues de ¢ telles que les deux équations
7 =9, 9:(6) = 3 ()
n'admettent, dans cet intervalle, que l'unique solution
{=t, £'=T
On doit & A. Schoenflies®™) une démonstration élémentaire du
théortme de C.Jordan, dans le cas particulier on @, () et @,(f) ad-
mettent des dérivées continues et monotones par sections. D’autres

démonstrations de ce méme théordme ont &té données par Ch. J. de la
Vallde Poussin™), G. A. Bliss*™), 0. Veblen®) et L. D. Ames®0).

ordre déterminé. On sait, en effet [cf. G Peano, Math. Ann. 36 (1890), p. 167;
D. Hilbert, Math. Ann. 38 (1891), p. 459] que l'on peut faire correspondre
parfaitement ob d'une fagon continue les points d'un segment de droite et ceux
d'un carré,

La définition analytique d’une courbe continue due & C. Jordan est cepen-
dant 3 certaing égards moins générale que celle qui consiste 3 définir une courbe
continue comme un domaine continu (au sens de G Cantor) sans point intérieur
(cf. note 78) comme on l'a fait dans le texte et comme I'a fait de son coté
H. Burkhardt [Analyt. Funct.®0), (17 éd.) p. 75]. Dans la secoude édition de
cet ouvrage (p. 80, XIV), H. Burkhardt désigne sous le nom de schemins (Wege)
celles de ces courbes qui satisfont & la fois aux deux définitions (celle de C. Jordan
et celle de G. Cantor). A. Schoenflies [Nachr. Ges. Gitt. 1907, p. 28 et suiv.]
cherche 4 caractériser la notion la plus générale que nous puissions concevoir
d’ane courbe continue plane.

308) Nachr. Ges. Gott. 1896, p. 79. 4. Schoenflies [Nachr. Ges. Gott. 1902,
P- 185] a montré que l'on peut aussi démontrer le theortme réciproque que
voici: 8i un ensemble parfait de points P partage un plan en deux domaines con-
tinus séparés, I'ensemble des points P peut étre représenté par deux relations de
la forme

z=9@), y=y.

307) Cours d’Analyse infinitésimale 1, Pacis 1903, p. 307/11. La démons-
tration, qui n’est d'ailleurs qu'indiquée, a un caractire esgentiellement géométrique.

308) Bull. Amer. math. Soc. 10 (1203/4), p. 398; cette démonstration a
un earactére essentiellement arithmétique et 1n notion de courbe prend, dans cette
démonstration, un ecaractére un peu plus général encore que dans celle de
A. Schoenflies.

309) Trans. Amer. math. Soc. (1905), p. 83. Cette démonstration, qui
repose sur un certain nombre de postulats géométriques, a un caractdre essen-
tiellement géométrique ot n’est pas probante. H. Hahn [Monatsh. Math. Phys. 19

1908), p. 289] I'a complétée.

310) Amer. J. math. 27 (1905), p. 343, Voir déja un apergu se rapportant
au méme object [Bull. Amer. math. Soc. 10 (1903/4), p. 301]. La démonstration
a un caractére nettement arithmétique; aucun des postulats sur lesquels elle
repose n'a rien & voir avee l'intuition spatiale. La notion de courbe dont on
fait usage est un peu moins générale que celle adoptée par C. Jordan, Ch. de la
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22, Fonctions univoques de # variables. Fonetions continues.
On dit qu'une variable (réelle) 7 est une fonction univoque (réelle) de
n variables (réelles) x,, 23, ..., 2, dans un domaine (z), lorsqua
chaque point z de ce domaine, de coordonnées &y, Ty, + .., &,, COTIEB-
pond une valeur de z pouvant &tre obtenue au moyen de Ly, Ty ..y T,
par un procédé de calcul, d'ailleurs quelconquet). On indique cette
dépendance en éerivant

2=z, x, ..., x,).

Comme on peut établir une correspondance parfaite [I7, 2 note 3]
entre tout monde »*™ et I'intervalle primaire (0, 1), on peut envisager
chaque fonction z de » variables comme une fonction d’une seule
variable y dans cet intervalle®™); toutefois comme, dans cet intervalle,
limage du monde #** se présente d’'une fagon discontinue, il est
indispensable de démontrer & nouveau quelques-unes des propositions
fondamentales concernant les fonctions de plusieurs variables, entre
autre le théortme de K. Weierstrass®®) sur les bornes supérieure et
inférieure (p. 24); ee n'est qu'aprds avoir démontré i nouveau ces
théoremes qu'on peut étudier la fagon dont se comporte la fonction z
aux environs (a; @) d'un point donné a.

Une fonction

a=f(z, @, ..., )
de n variables x,, 2, ..., x, qui varient dune fagon continue dans
un domaine (x) est dite comtinue®®) au point @ de coordonnées
@4y ds; - .., @, de ce domaine, lorsqua chaque nombre positif &, fixé
arbitrairement, correspond un nombre positif ¢ tel que Y'on ait
(£, 25, -y 2,) — flay, ay, .. 5| <e

pour tous les points z des environs (a; @) appartenant au domaine

(@)

Vailée Poussin ou 0. Veblen; elle est toutefois plus générale que celle qui figure
dana les dé; trati de A. Schoenflies ou de G. A. Bliss.

L. D. Ames [Amer. J. math. 27 (1905), p. 365] dtend aussi sa démonstration
4 T'espace & trois dimensions.

W. Osgood [Funktionentheorie 1, Leipzig 1907, P-130 et suiv.] a exposé en détail
le mécani de la d tration de L. ID. Ames, dans le cas d'un monde binaire.

311) On peut, avec L. Fuler {Introd.*') 1, p. 60/9; trad. J. B. Labey 1, p. 59/88],
reprondre pour les fonctions de plusieurs variables les définitions données et la
classification adoptée pour les fonctions d’une variable.

312) O. Stolz, Allg. Arith.*%) 1, p. 197; E. Borel, Legons **%), Paris 1898, p. 123.

313) 4. Genocchi, Caleolo diff.18%), p, 130 (n° 100, théoréme 5).

314) S. Pincherle, Giorn. mat. (1) 18 (1880), p. 246/7; H. A. Schwarz, J. reine
angew. Math. 74 (1872), p. 220/1; Math. Abh.%) 2, p. 177/8.

815) Cette définition embrasse le cas od o serait point frontitre de (x).
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On remarquera qu'il ne suffit pas que chacune des n fonctions
F(@ys tyy - B), Flay, @3y o os @y «os [l Oy oy )

soit une fonction continue de celle des % variables z;, 2y, ..., %,
dont elle dépend®); il me suffit méme pas, comme le croyait A. L.
Cauchy®) que la fonetion f(z;, &y, - . ., %,) soit, an point 2, = a,, une
fonction continue®®) de z, pour fous les xy, 25, .-, 2, situés respec-

316) Pour n—2 cette condition reviendrait i admettre que la fonction
f(z,, x,) est continue au point a de coordonnées a,, a, suivant les deux direc-
tions paralleles anx axes coordonnées. C'est le cas, par exemple, pour la fonc-
tion f(x,, z,) définie par la condition £(0, 0) = 0 et e tout autre point distinct
de l'origine par la relation

@y %) =

chacune des deux expressions f(z,, 0) et f(0, z,) est une fonction continue d'une
varisble, puisque chacune de ces deux expressions est nulle quelle que soit la
valeur donnée @ la variable qui y figure, et cependant la fonction fia,, o) des
deux variables z,, 7, est discontinue & l'origine des coordonnées.

J. Thomae [Abriss™*), (2* éd.) p. 15] est peut-etre le premier qui ait remar-
qué qu'une fonction de denx variables f(z,, zs) peut @tre discontinue en un
point ¢ méme quand elle est continue lorsqu'on 'envisage comme fonction d'une
quelconque des variables correspondant aux diverses directions passant par ce
point dans le plan des x,, 7. La fonction F(z, , z,) par ex. défiuie par la con-
dition £{0, 0) =0 e, pour tout point (z,, @) autre que l'origine x, =z, =0,
par la formule

fl@y, 2y) =
citée par A. Genocchi [Caleolo diff.’%), p. 174), est discontinue 3 Yorigine
2, =x, =0 quoique les fonctions f(z,, cx,) et [{cxy, ) soient continues, la
premidre en z, =0, la seconde en 2, =0 quel que soit ¢. R. Baire [Ann. mat.
pura appl. (3) 3 (1899), p. 88, 98] a étudié de plus prés (voir l'article I12) les
discontinuités que peut présenter une fonction de deux ou de trois variables
continues par rapport & chacune de ces variables. Voir aussi E. J. Townsend
Diss.?*"), p. 17/56.

Par contre la confinuité uniforme pour toutes les directions passant par @
ost une condition suffisante pour la continuité de f(x, , 2,) en @, comme 1'a montré
C. Arzela [Rendic. Accad. Bologna (1) 18 (1882/3), p. 142]. Voir aussi la note 318.

317) A. L. Cauchy, Analyse alg.'®), p. 37; (Euvres (2) 3, p. 46.

Cest H. F. Heine [J. reine angew. Math. 71 (1870), p. 361] qui a, le
premier, mis ce fait en évidence. Voir & ce sujet les exemples donnés note 816.

318) Il faut encore que cette continuité soit wniforme. Il faut donc que
f(@,, @y, ..., T,) soit, au point x, =a,, une fonction wniformément continue de
x, pour tous les z,, Ty, ..., &, situés respectivement aux environs des points

.., a, et que les choses se passent d’une fagon analogue pour z, = a,.
pour x, = ..., eofin pour x, =a,.

Dans certains cas, il peut otre avantageux [of. A. Harnack, Die Elemente
der Di ial- und Integral-Rech Leipzig 1881, p. 19; C. Arzela, Rendic.
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tivement sux environs des points dy, @y, ..., @, et que les choses
se passent d'une fagon analogue pour Ty = ag, POUr Ty =y, - - enfin
pour z, = a,.
Lorsqu'une fonction
7= f(@, Bay - Ty)

est coutinue en chaque point @ situé soit & lintérieur soit & la fron-
tisre d’un domaine (z), on démontre que  tout & positif, fixé aussi
petit que Pon veut, on peut faire correspondre un nombre positif d,
lo méme dans tout le domaine (z), tel que si a et b sont deux points
quelconques de (z) dont la distance, ou I'écart, est inférieure a J, on ait

1£(ay, g,y -y @) — F(by, byy ooy b,) <e
(lest ce que l'on exprime en disant qu'on démontre que z est uni-
formément continue dans le domaine (z). Clest le méme théoréme
que celui déja énoncé (n° 9) dams le cas ou n=1; on I'énonce
souvent en disant que, dans tout monde n**, la continuité ponctuelle
entraine la continuité (uniforme) en éendue®®).

Lorsqu'une fonetion z = f(, @, - . -, %,) est uniformément con-
tinue dans un domaine (z), elle admet dans ce domaine un maximé
fini et un minimé fini™). De plus, si a et b sont deux points quel-
conquos de ce domaine et si z, et z sont les valeurs de la fonction
z en ces deux points, # prend chaque valeur comprise entre 2, et 2,
sur chacune®") des courbes continues

2 =@ (), 7 =@u(t), . o 2= @.(1)
joignant dans le domaine (x) les deus points a et b.

Accad. Bologna (1) 18 (1882/3), p. 142} de prendre pour définition de la continuité
d'une fonction de plusieurs variables, an lieu de celle donnde dans le texte,
celle de A. L. Cauchy, en y remplagant le mot ,continue® par Y'expression
uniformément continue", ce qui suffit pour la rendre exacte. La continuité
d'une fonction f(%,, %y, - .., &,) dans l'expression de laquelle figurent seulement
des fonctions @, (x,), @, (Ty)s - - -» Pn(,) ddpendant chacune d'une seule variable,
résulte alors immédiatement de la notion de continuité uniforme de ces n fone-
tions, chacune continue par rapport i la variable dont elle dépend.

319) CE. p.37; voir aussi la note 113. Pour la démonstration, voir C. Jordan
[Cours d'Analyse®) 1, p. 49!, Ck. Riguier [Ann. Ec. Norm. (3) 7 (1890), p. 272},
et G. Peano dans A. Genocchi, Calcolo diff.*%), p. 131 (théoréme 7).

320) Le théorome analogue pour m=1 est le théoréme () de la p. 38.
La démonsiration pour n=—2 est due & G. Darboux [Bull. sc. math. (1) #
(1872), p. 307}. Pour » quelconque, voir Ch. Riguier [Ann. Ec. Norm. (3) 7 (1890},
p. 282] et G. Peano, dnns A. Genocchi, Calcolo diff.'®%), p. 131 (théoréme 6).

321) G. Darboux, Bull. sc. math. (1) 3 (1872), p. 809. Généralisation par
©. Jordan, Cours &’Analyse®?) 1, p. 51/3.

Cf. n°9 théoréme f. Les théordmes y et ¢ s'étendent immédiatement &
un nombre guelconque de variables.
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Des considérations @'ordre géométrique ont permis & G. Ascoli®®?)
dindiquer nettement la fagon dont sont distribués les maximés et les
minimés, et celle dont varient en général les fonctions

7= f(=;, 7)

de deux variables (réelles) z,, &, qui, quand on suppose z, = 0,
croissent ou déeroissent d’'une fagon monotone avec 2, et qui, quand on
suppose #; = 0, croissent ou déeroissent dune fagon monotone avec 5.

On n'a encore que peu étudié les fonctions discontinues de 7
variables. R. Baire®™) a toutefois étendu & un nombre quelconque
de variables ses recherches (n° 19) concernant les propriétés et les
modes de représentation des fonctions ponetuellement discontinues.
E. B. van Vieck®™) a simplifié quelques unes de ses démonstrations.

C. Arzeld®®) a étendu aux fonctions de deux variables la notion
de fonctions & variation bornée (cf. n° 19).

23. Passages 2 la limite simultands et passages 4 la limite
suceessifs. Supposons que, dans un domaine (x) d’'un monde n*™,
les variables #,, #,, .. ., 2, admettent respectivement les points d’accu-
mulation ay, @y, ..., @, Supposons, en outre, que & chaque nombre
positif ¢, fixé aussi petit que L'on veut, on puisse faire correspondre
un nombre positif o tel que, en chacun des points # du domaine {z)
situé aux environs (a; ¢) du point a de eoordonndes a, da,, a,,
(le point @ lui-méme étant exclu) linégalité

1) [z @,y ) —e] <,

dans laquelle z,, a,, ..., z, sont les coordonndes du point et ¢ un
nombre fini déterming, soit vérifide. Ce fait s'exprime en disant que
la fonction

RS

2=f(x,, By, . .., 3,)

admet ¢ comme limite, quand les variables z,, a, ..., x, tendent
simultanément, mais indépendamment Yune de l'autre, vers leurs points
d’accumulation respectifs a,, a,, ..., @,. Quand il en est ainsi on
éorit359)
m (2, 25, ..., x,)=c
Ty, =y, ey oy

322) Reale Ist. Lomb. Rendic. (2) 22 (1889), p. 317/36, 438/48, 686/726;
réimprimé: Aun. mat. pura appl. (2) 19 (1891/2), p. 289; (2) 20 (1892/3), p. 4L,

323) Ann. mat. pura appl. (8) 3 (1899), p. 49 et suiv. ot p. 108,

324) Trans. Awer. math. Soc. 8 (1907), p. 189.

325) Rendic. Accad. Bologna (2) 9 (1904/5), p. 100; (2) 11 (1906/7), p. 28.

326) 11 résulte de 14 que quand f(a,, a,, ..., a,) est un nombre fini dét
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La condition nécessaire et suffisante pour qu'une fonction f(z,,a,,. .., z,)
admette une limite ¢ peut étre formulée de la fagon suivante®7): &
chaque nombre &> 0 correspond un nombre § >0 tel que l'on ait

@, m g a) =" m" . 2) <6

pour tout systéme de nombres z,’, z,, ..., z,” et tout systeme de
nombres ", 2", ..., #,” choisis de fagon que les indgalités

0<|a/ —a,|<s  (v=12...,%),
0< |2, ~a,|<d (v=1,2 ...

soient vérifides et qu'en outre un au moins des m nombres |z, a,
et un au moins des » nombres |z,” — a,| soit différent de zéro, en
sorte que le point analytique

(ay, ay, ..., @)
soit exclu.

De méme, quand & chaque mombre positif A, fixé aussi grand
que lon veut, on peut faire correspondre un nombre positif ¢ tel
quzux environs (a; ¢) du point @, il se trouve des points z du do-
maine (z) pour lesquels la fonction f(z,, z, .. ., %,) a une valeur bien
définie et que, pour chacun de ces points, I'inégalité

@) fl@y, @y oy 2) > 4
ou Vinégalité
3) F@, 2 2)<— 4

soit vérifiée, on dit que la fonetion

& =[x, 2y, - . xu)

admet, au point a, comme limite + co dans le cas de linégalité (2),

miné et que I'on a
lim £z, , @

s By =[Oy, Gy, oy ),

H=, By=ay, e Tp=ap
la fonction f(z,,,,...,,) est nécessairement continue au point a de coor-
données a,, a,, ..., a,.

Cette propriété peut d’ailleurs, si 'on veut, fort bien servir de définition
de la inuité d'une fonction de m variabl On ne voit donc pas bien ce &
quoi G. Darboux fait allusion [Bull. sc. math. (1) 3 (1872), p. 309] quand il dit que
cette définition de la continuité est comprise dans celle donnée dans le texte an
n° 22 sans lui étre entidrement équivalente.

327) C'est l'application au cas actuel du ,principe général de convergence®
[¥oir Ja note 87 et l'article I 3, 16].

Pour la démonstration du théordme énoncé dans le teste, voir par ex.
G. Peano, dans A. Genocchi, Caleolo diff.'*%), p. 130 (théoreme 2); O. Stolz et
J. A. Gmeiner, Funktionenth.!1%), p, 89,




106 A. Pringsheim. IL 1. Principes de la théorie des fonctions. J. Molk.

— oo dans le cas de l'inégalité (3), et on éerit suivant les cas

lim £(@,, @, ..., 2,) =+ 00
Z=a, =y, . En=ay
ou
: N
lim £(z,, 3, .., %) = — 0.
T =y, =G,y - En=ap

Lorsque le domaine envisagé (x) est continu et que le point @
est situé a Vintérieur ou sur la frontitre de ce domaine, on dit que
le passage & la limite est continu.

Envisageons plus généralement l'ensemble des valeurs que prend
une fonction quelconque

2= (o, 25 -5 2)

de n variables, aux divers points z d'un domaine (%) qui sont situés
aux environs (a; ¢) d'un point déterminé & (la valeur que prend 2
en @ étent excluc). Cet ensemble admet une borme inférieure z, et
une borne supérieure Z, (chacune de ces bornes pouvant d'ailleurs
atre fimie ou + oo ou — o0). Les deux bornes z, et Z, dépendent
en général de ¢; quand on fait diminuer ¢, le nombre 2, me peut
diminuer, le nombre Z, ne peut augmenter, em sorte que, quand ¢
tend vers zéro, on a nécessairement, en désignant par chacun des
gymboles C et C soit un nombre fini, soit + oo, soit — oo,

lim g, = ¢, lim Z =C.

e=0 e=0
On appelle C la limite dindetermination inférieure et C la limite
dindetermination supérieure®®) de la fonetion # au poirt a et l'on éerit

lim f(z;, %3, - -, 2) =G

Ey=ay, Zy=aa, oy Ty
lim f(2,, 24, ..., ) =C.
I =y, B =0ay .y T8y

Le cas particulier od ¢ admet en a une limite (finie ou 4 oo ou
— o) est caractérisé par l'égalité
¢=C

des deux limites d'indétermination de z en a®®). Tout ce qui a été

328) Dans la théorie des intégrales multiples cette extension de la notion
de Limite d’indétermination aux foncti de pl variables joue un rble
capital [voir l'article II 2].

On peut aussi définir C et ¢ comme les bornes supérienre et inférieure des
ensembles z,, Z, obtenus en faisant décroitre ¢ jusqu'a zéro exclusivement (cf.
n°® 7, note 88).

329) On définit d'nne facon toute sexablable les limites et les limites d'indéter-
mination pour

lim z, —a, + 0
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dit & ce sujet au n° 7 pour les fonctions d'une variable s'étend immé-

diatement aux fonctions d’un nombre quelconque de variables.

Il y a parfois lieu d'envisager, outre ces passages & la limite
simultanés qui ont un caractére tout a fait général, des passages &
la limite simultanés de caractére moins général dans lesquels certaines
des variables z,, ,, ..., 7, sont fonctions des autres, ou encore dans
lesquels les n variables sont fonctions d'un nombre moindre de para-
métres.

Souvent aussi on envisage des passages 3 la limite successifs;
comme on va le voir en les comparant aux passages & la limite
simultands, ils ont un caractére essentiellement distinet des précédents.

Pour comparer entre eux les divers modes de passage & la limite,
on peut, sans restriction aucune, supposer que le point & est & V'origine
des coordonnées; une substitution linéaire convenablement choisie
permet, en effet, de ramener toujours a ce cas le cas général.

Pour # — 2 tout passage a la limite rentre alors dans l'un des
types
Iy lim £(z,, 2);

=0, 7,=0
};‘5 flzy, 9zl on z],]ino P(z) =0,
® | lim flp(), Bl od lm p(w) =0,
lim £{9,() ps(4)], od lim Pi(f) = lim ;(f) = 05

lim [lim f(z;, 7)},

c 2=0 5=0
© lim [lim f(z;, 2;)];
=0 =0
les deux premiers cas du type (B) rentrent d'ailleurs dans le troigitme
comme cas particuliers.

On démontre les théorémes suivants:

1. Si une fonetion 7(z,, #;) admet une limite (finie, + o ou — o0)
du type (A) elle admet aussi chacune des limites du type (B) et
chacune de ces limites est égale a la limite du type (A)**). On a

ou pour

lim z, = 4 oo,
que » soit d'ailleurs pris successivement égal & chacun des nombres 1, 2, ..., %,
on 1 t 4 quelq ns de ces b

330) Quand 7= f(x,, ¥,) admet & lorigine des coordonnées une limite
déterminée [finie, ou + 0o, ou —oo] du type (4), 2 admet donc aussi cette
méme limite déterminée lorsqu'on fait tendre, suivant une courbe quelconque,
le point z, de coordonnées ,, Z,, vers Torigine des coordonnées.
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alors aussi les quatre relations pour les limites du type (C)%)
tim. [Tm £(z,, 7,)]
B0 #He .
lim [lim f(a, 2)] Am fms =),
oti, comme on Va expliqué (I 3, 19 note 224), le symbole lim indique
que Végalité a lien aussi bien pour la limite supérieure que pour la
limite inférieure d’indétermination. Les limites supérieure et inférieure
d'indétermination
i%’go £z, ), EE) 1wy, )
d’une part, et
lim f(z,, 2,), Tim (@1, @)
2,20 2,=0

@’autre part, qui figurent dans ces relations, peuvent d’ailleurs tre
essentiellement distinetes, car il peut fort bien arriver que, de quel-
que fagon que l'on fixe 2, différent de zéro, la fonetion f(z,, @,) wad-
mette pas de limite pour z, = 0, et que, de quelque fagon que l'on
fixe #; différent de zéro, la fonction f(z,, #,) nadmette pas de limite
pour z, = 0; cependant chacune des quatre limites

lim [lim f(2,, 2,)}, lim [Lim (fz,, #,)],
=0 2 2;=0 =0

lim (lim f(z, z,)], lim [lim HENEN)|
5=0 %=0 2,20 7,=0

fournit alors la méme valeur que la limite®?)
Lim {2y, ;)
2 =0 2,=0
quand cette derniere limite existe.
II. Une fonction f(z,, #,) qui n'admet pas de limite (finie ou
+ o0 ou — o0) du type (A) peut fort bien admettre une limite du
type (B) pour un nombre aussi grand que Pon veut de fonctions
distinctes p(z) [ou 9,(8) gy()]").

831) A. Pringsheim, Sitagsb. Akad. Minchen 27 (1897), p. 105; 28 (1898),
p. 63; Math. Ann. 58 (1900), p. 313.

Dans ces mémoires, le théoréme n'est, il est vrai, démontré que pour des
suites dépombrables de nombres admettant la limite 4 0o, mais il est aisé
d'étendre 1a méme démonstration au cas actuel.

332) Soib, par exemple,

F(@ys @) = (@ + @)% (@) (@),
ol (0) =0, tandis que P(x) est définie pour z différent de zéro par la relation

() = sin 1
(x) = sin —-

333) Voir, entre autres, le second exemple cité dans la note 316.
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De ce que pour une geule fonction ¢(z) [ou ¢,(f), @,(¥)] la
fonetion f(x,, ;) n'admet pas l'une des limites du type (B) on peut
conclure de I gqu'elle n'admet pas la limite (A). De ce que pour deux
fonctions distinetes @(z) la fonction f(z,, z;) admet deux limites
distinetes du type (B) on peut aussi conclure de I quelle n’admet pas la
limite (A). Lorsqu'on se trouve dans ce dernier cas ef que le
domaine (%) est continu, on dit que lorigine des coordonnées est un
point de continuiteé plurivogue de f(zy, z;). On doit & P. du Bois-
Reymond une étude détaillée de ce cas intéressant; sa méthode repose
essentiellement sur lintuition géométrique®™); aprés avoir obtenu,
par cette méthode, des relations entre les limites des types (B) et (C),
il les a formulées, puis établies directement, d'une fagon purement
analytigue®®).

IIL. De ce quune fonetion f(z, 2,) n'admet pas l'une des deux
limites du type (C), ou de ce que ces deux limites sont inégales®),
on peut conclure de I que f(x,, x,) n'admet pas la limite (A).

De ce que f(z,, %,) admet les deux limites du type (C), et de
ce que ces deux limites sont égales, on ne peut pas conclure que
f(x;, z,) admet nécessairement la limite (A) fvoir les exemples de la
note 316).

Clest en généralisant d'une fagon convenable (n° 24), pour les
fonctions de » variables, la notion de convergence umiforme, dans
un intervalle déterming, d’une suite de fonctions d’une variable (n° 16),
que I'on est parvenu & caractériser un cas important od I'on est en
droit de conclure & lesistence d'une limite du type (A) pour une
fonction f(z,, ,) chaque fois que cette fonction admet une des deux
limites du type (C); dans ce cas, quand f(z,, %;) admet 'une des

334) Déeignons par C, la courbe d'intersection de la surface z == [y, 2)
ot d'un cylindre droit indéfini i base circulaire dont I'axe coincide avec l'axe
des z et dont le rayon de base est égal & un mombre positif ¢ fixé aussi petit
que V'on veut et par €, la courbe dinterscction de lu surface z=f(x,, a,) eb
du plan @, 2, =¢ La méthode de P. du Bois-Reymond [J. reine angew.
Math. 70 (1869), p. 10] consiste & envisager, quand & tend vers zéro, soit I'image
de la courbe ¢, sur un cylindre droit indéfini & base circulaire, ayant pour axe
Yaxe des z et pour rayon de base 'unité, soit l'image de la courbe (] sur le
plan x, 42, —1. Les limites vers lesquelles tendent ces images de C, et de €]
quand & tend vers zéro sont dites les ,limitales de la fonction fix,, z,) & Yorigine
des coordonnées.

335) Math. Ann. 11 (1877), p. 145/8; voir aussi J. reine angew. Math. 94
(1883), p. 278.

336) Bxemple:




110 A. Pringsheim. 11 1. Principes de la théorie des fonctions. J. Molk.

deux limites du type (C) elle admet aussi 'autre limite du type (C)
et ces deux limites sont nécessairement égales entre elles.

24. Convergence uniforme vers une fonction-limite. Si l'on
envisage la fonction F(z) de la variable z, définie dans Iintervalle
(— X, + X,) par Yexpression

lim f(z;, @) ~ F(z,),
2,=0

et si & tout mombre positif & correspond un nombre positif ¢ (ne
dépendant que de &) tel que Fon ait

IEV(ZH) - f(Z,, Iz)i <e
pour chaque x, situé i lintérieur de l'intervalle (— d, + d), et cela
quel que soit le point z;, que I'on fixe dans l'intervalle (— X, 4+ X,),
on peut dire®) que, pour chacun des points z, de cet intervalle, la

fonetion
F(a,) — f(2y, 23)

de la variable @, converge uniformément vers zéro pour lim zy = 0.

On dit alors aussi®®®) que la fonction f(x,, x,) des deux variables
%y, ¥y, converge uniformément®*) pour lim z, = O vers la fonction-
limite ™) F'(z,)¥1).

337) Cette définition de la convergence wunmiforme d'une fonction d'une
variable est analogue 4 celle qui a été donuée au n° 16. Elle #'en déduit en
remplagant (voir la seconde inégalité du n° 16) l'indice entier positif », qui
admet 4 o0 comme limite, par la variable continue z, qui admet 0 comme
limite.

338) U. Dini, Fondamenti '), p. 897; trad. p. 582 (n° 286); O. Stolz, Math.
Ann. 26 (1886), p. 83; Allg. Arith.*") 1, p. 199; O. Stolz ot J. A. Gmeiner,
Funktionenth.'¥), p. 77.

339) Il n’y a gucune difficulté A étendre ces définitions au cas on les
passages i la limite sont unilatéraux.

340) On peut donc dire d’une série convergente

9@+ @+ e+t @+

ayant pour somme
r=+®

2o,
v=0

qu'elle est wuniformément convergente, lorsque la suite des fonctions

fo@) A, f@), .

(@)

définies par les relations
v=n

fo@) = Sp,@) =012 ... y
=0

converge uniformément vers la fonction-limite f(z) pour lim »n = 4 00; ou encore,

24, C g if vers une fonction-limite. 111

Supposons qu'il en soit ainsi et que, de plus, la fonction F(z,)
admette une limite pour lim z, = 0. Dans ce cas, la limite (A) du
n° 28 existe, en sorte que l'on a, d’aprés le théoréme I du n° 23,

lim f(#;, %) = lim [lim f(z;, 7,)]
7,20, ;=0 H=0 =0
et, par suite, o
lim [lim f(z,, 2;)] = lim [lim f(z,, a,)].
2,=0 7,=0 2,20 z,=0

Si la fonction f(z,, 2,) de deux variables x,, z, converge uni-
formément pour lim z; = O vers la fonction-limite F(2,) définie dans
Iintervalle (— X,, + X)) et si f(x,, #,) envisagée comme une fonction
de l'unique variable z, dans lintervalle (— X, + X,) est une fonction
continue de z, quelle que soit la valeur de z, autre que 0 que l'on
fixe parmi celles qui sont plus petites en valeur absolue qu'un nombre
positif déterminé d, la fonction F(z,) est une fonction continue de z,
dans Dlintervalle (— X, + X,). Toutefois cette condition suffisante
pour la continuité de F(2,) dans l'intervalle (— X,, + X|) w'est pas
nécessaire?),
comme on le voit en faisant la substitution ﬂ=—1; el en posant f,(x)=f(x, &),
lorsque la fonction f(z, &) converge uniformément vers la fonction-limite f(x) pour
lim #=0; ou enfin, comme on le voit en remplagant la variable discontinue
5= ;L par une variable continue & et en interpolant des valeurs convenables de

0
f(x, £) pour —::>s>$, lorsque la fonction f(z, ) des deux variables x, &
converge uniformément vers la fonction-limite

f(@) = lim f(z, €.
e=+0
La formule

. 1

o = 1a@ + (5 =) [ar1®) — 1,@)
,,1 .
n 1’
of. P. du Bois- Reymond, Monatsb. Akad. Berlin 1886, p. 359; J. reine angew.
Math. 100 (1887), p. 351.

Aux points de inuité, pointa de , degré de continuité de
f(x, &) correspondent alors, d'aprés la ierminologie P. du Bois-Reymond, les
ppoints de continuité de la convergence® (= convergence uniforme), ,points de
discontinuits de la g (= convergence non uniforme), ,degré de con-
vergence" de la série

Pol®) + @, @+ @+ @F

341) Il 0’y a aucune difficult¢ a dtendre ces définitions au cas ou les
passages i la limite sont unilatéraux.

342) Ces propositions sont entidrement analogues i celles du n° 16 (p. 68).
Voir aussi u® 17, en partic. note 172 et les exemples de la note 316.

fournit un exemple d'interpolation convenable de f(x, &) pour —’1,- >e>
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Une condition nécessaire et suffisante pour la continuité de F(a,)
dans lintervalie (— X,, + X,) est que la fonetion f(w,, x;) des deux
variables x;, @, converge uniformément par sections ™), pour lim z, — 0,
vers F(z), el quen outre f(z,, a;), envisagée comme une fonction
de I'unigue variable z,, soit une fonction confinue de 2, pour chaque
valeur #, d’'un ensemble dénombrable ayant zéro pour point d'accu-
mulation.

La 'notion de convergence uniforme vers ume fonction-limite
s'étend au cas des fonctions d’un nombre quelcongue de variables®),

Dans le cas de trois variables, (. Arzeld®®) a introduit la notion
de convergence uniforme stratifice qui est analogue & celle de conver-
gence uniforme par sections dans le cas de deux variables. Cette
notion permet détablir des conditions nécessaires et suffisantes pour

qu'une fonction de la forme
y=to

D(z,, 25) = 2‘%(”"1: )
Vo

s0it continue. On peut, en particulier, énoncer des conditions nécessaires
et suffisantes pour la continuité des fonctions de la forme
r=+4«
D (2, + imy) _“2¢y(x1 +idy),
=0
ce qui est utile lorsqu'on cherche a fixer celles de ces fonctions qui
ont, en tout ou partie, les caractires de fonctions analytiques ).

343) C. Arzeld, Rendic. Acead. Bologna (1) 18 (1883/4), p. 79 et suiv. Voir
la fin du n° 17 et la note 221. Voir anssi l'article II 2.

344) C. Jordan, Cours d'Analyse®) 1, p. 48

345) C. Arzela, Rendic. Accad. Bologna (1) 23 {1887/8), p. 30.

346) Voir l'article 118 sur la théorie des fonctions d’une variable complexe.

IT 2. RECHERCHES CONTEMPORAINES SUR LA
THEORIE DES FONCTIONS.

Répiak sous LA pRECTION DE E. BOREL (PARIS).

Les ensembles de peints.
Exposé par L. ZORETTI (CcAEN).

Généralités.

1. ,origines. La suite de propositions qu'on désigne généralement
sous le nom de théorie géncrale des emsembles se subdivise en deux
théories d’objets bien différents: l'étude des ensembles abstraits, ou
Ton n’a pas égard & la naturc des éléments qui constituent l'ensemble;
et celle des ensembles concrefs, ot la mature des objets considérés en-
traine l'existence de propriétés particulicres. Les ensembles abstraits
ont été étudiés dans Darticle [ 7.

Parmi les ensembles concrets, les ensembles dont les dléments
sont des nombres jouent un role trés important dans les applications.
Chaque élément pent étre soit formé dun seul nombre, soit de plu-
sieurs placés dans un ordre déterminé, soit encore d’une fonction d’un
ou de plusieurs nombres.

Si Fon convient de représenter un nombre relatif') par un point
situé sur un axe et dont I'abscisse est égale au nombre, un nombre
complexe, ou un systéme de deux nombres par un point dans un plan
dont les deux coordonnées sont égales & ces nombres, des ensembles de
tels nombres deviennent des ensembles de points. Pour avoir un
langage géométrique absolument général et commode, on conviendra
de dire qu'un systéme de » nombres réels

Ly Ly oo Ty

représente un point dans l'espace & % dimensions G, cdest 1a le fon-

1) ,Voir, au sujet de cette dénomination, J. Tannery, Legons d’Algdbre et
d’Analyse 1, Paris 1906, p. 1.*
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dement de la conception de I'espace arithmetique & » dimensions®). C’est
4 ce point de vue que I'on peut dire que les ensembles dont il va etre
question ici sont des ensembles de points. En d'autres termes, I'étude
qui fait Pobjet de cet article est purement arithmétique; le langage seul
est géométrique. La notion de nombre entier y est prépondérante.

Ce qui caractérise les ensembles, c'est la considération simultande
d'une infinité d’éléments. Du temps de A. L. Cauchy, on n'en con-
sidérait guere que la succession. Au contraire K. Weicrstrass et H. A.
Schawarz®) s'occupent de lensemble des valeurs d'une fonction dans un
intervalle; R. Dedekind*) définit les nombres irrationnels en considérant
Yensemble de tous les nombres rationnels. Mais jusqu'aux travaux de
P. du Bois-Reymond®) et de G. Cantor®) aucune recherche systéma
tique n'avait été entreprise.

P. du Bois- Reymond n’a en vue que les applications 2 la théorie
générale des fonctions. Au contraire, quoique guidé au début de
ses recherches par les mémes préoccupations, G. Cantor ne tarde pas
4 gaffranchir de tout souci d’applications et se propose d'élaborer une
théorie complete. Répandue il y a trente ans, cette théorie ne tarde
pas & prendre un trés grand développement, & recevoir des applications
nombreuses. Comme dans ce qui suit on ne g'attachera pas & T'ordre
historique, il semble nécessaire de jeter au moins dans cette intro-
duction, un coup d'eil sur le développement des idées.

E. Borel™) distingue trois stades: dans la premitre période, la
théorie se erde; dans la seconde elle se développe d'une fagon auto-
nome; dans la troisitme elle n'est plus qu'une branche de lz théorie
des fonctions, un auxiliaire, revenant ainsi & ses origines, & ce qui
au début avait été sa raison d'dtre.

E. Dorel reconnait que cette classification est un peu artificielle
et il est manifeste dune part quil y a eu de tout temps des auteurs

qui n'ont jamais étudié les bles ,pour eux-mémes* mais simple-

2) ,G. Cantor, Math. Ann. 21 (1888), p. 574; Acta math. 2 (1683), p. 404~

3) ,J. reine angew. Math. 72 (1870), p. 141; Math. Abh. 2, Berlin 1890,
p. 341.*

4) ,Stetigkeit und irrationale Zahlen, Brunswick 1872; (3° éd.) Brunswick
1906, p. 12.%

5) ,Die allgemeine Functionentheorie 1, Tubingue 1882; trad. par G. Milhaud
et A. Girod, Nice 1887.*

6) ,Acta math. 2 (1883), p. 805/408; c'est une traduction frangaise des mé-
moires parus: J. reine angew. Math. 77 (1874), p. 258: 84 (1878), p. 242; Math.
Ao, 4 (1871), p. 139; 5 (1872), p. 123; 15 (1879), p. 1; 17 (1880), p. 355; 20 (1862},
p. 118; 21 (1883), p. b1, b4d.*

7) ,Revue gén. sc. 20 (1909), p. 816.%
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ment en vue des applications, et, d'autre part, il y a encore aujourd’hui
des auteurs que ne guide pas le souci des applications: on peut dire
Qune fagon générale et sans donner & ceci un sems trop absolu, que
les auteurs frangais sont dans le premier cas, les allemands et les
anglais dans le second.”

3. ,Les applications. Les applications de la théorie des ensembles
deviennent chaque jour plus nombreuses et se rapportent & des branches
tres varides de la Science. Les applications les plus importantes se
trouvent dans la théorie des fonctions: théorie de lintégration, étude
des fonetions de variables réelles ou de fonctions de variables complexes,
développements en séries trigonométriques. Ces différentes applications
sont étudides dans d’autres articles de I'Encyclopédie et, ici, nous n’en
parlerons presque pas.

Dans un ordre d'iddes différent, un rapprochement a pu étre tenté
entre le continu arithmétique et le continu géométrique. On a pu
donner ainsi unc base arithmétique i D'étude des propriétés du continu
ou encore 2 la branche de la géométrie qu'on appelle I'Analysis situs.

Les singularités d'allure paradoxale qu'a révélées la théorie des
ensembles nous ont rendu plus circonspects et nous ont appris & nous
méfier de notre intuition de espace; aussi est-ce de la notion de
nombre que l'on prétend actuellement tout déduire.

Nous aborderons ici quelques-unes des applications de la théorie
des ensembles. Elles seront développées dans d’autres parties de
T'Encyclopédie.

Signalons encore que les créateurs de la théorie des ensembles,
P. du Bois-Reymond et (. Cantor se sont rencontrés pour prévoir des
applications en physique mathématique. G. Cantor®) développe longue-
ment cette idée; P. du Bois-Reymond®) en parle également’). Ces
prévisions nont gudre été justifiées, du moins jusqu'd présent.

P. du Dois-Reymond ct G. Cantor ont signalé également lintérét
métaphysique de ces questions. Les discussions ultérieures ont quelque
peu justifié Topinion de Voltaire & cet égard™).

D'ailleurs, quoiqu'on n'estime pas devoir ici parler beaucoup
des applications, elles ne seront jamais perdues de vue en ce sens
que ce sont les résultats qui ont déja eu ou paraissent susceptibles

8) ,Voir par ex. Acta math. 2 (1883), p. 364, 3G7, 371.*

9) ,Functionenth.?) 1, p. 211; trad. p. 167.

10) ,Voir aussi E. Borel, These, Paris 1894, p. 40/2; Ann. Ee. Norm. (3) 12
(1895), p. 48/50.*

11) (Cf L7, 16
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d’avoir le plus grand nombre d’applications qui seront surtout mis en
évidence, tandis quon laissera un peu plus dans I'ombre certaines
branches de la théorie des ensembles considérée en elle-méme, non
sans importance, mais qui sont restées jusqu'ici sans applications*

Propriétés fondamentales des ensembles de points.

3. ,Les onsembles linépires. Définitions. Les premiers ensembles
dont on s'est occupé sont les ensembles de nombres réels ou de
points situés sur une droite, ou encore linéaires.

Soit un tel ensemble. On dit quil est bornd'?) quand on peut
trouver un nombre tel que tous les nombres de l'ensemble lui soient
inférieurs en valeur absolue. Alors, il existe une infinité de nombres
qui dépassent tous ceux de l'ensemble ou sont égaux & l'un deux
sans étre inférieurs aux autres, et aussi une infinité qui sont inférieurs
& tous les nombres de l'ensemble ou égaux i Vun deux. Parmi les
premiers, il y en a un qui est plus petit que les autres, et parmi
les derniers, un qui est plus grand que les autres.

En langage géométrique, on pourra trouver une infinité de points
a droite des points de l'ensemble et une infinité & gauche. Parmi les
premiers, il y en a un qui est le plus & gauche; parmi les derniers,
il y en a un qui est le plus & droite.

Ces deux valeurs ou les deux points dont 'existence est ainsi établie
s'appellent la borne supdrieure'®) et la borne inférieure de 'ensemble. Ces
valeurs jouissent des propriétés suivantes: ancun nombre de Iensemble
ne dépasse la borne supérieure ou n'est inférieur & la borne inférieure;
de plus, ou bien la borne appartient Tensemble, ou bien elle ne lui
appartient pas, mais alors il y a des nombres de Vensemble qui en sont
aussi voisins qu'on veut. Dire qu'elle appartient & lensemble, c'est dire
que, dans Pensemble, il y a un nombre qui dépasse tous les autres.

Ainsi l'ensemble des nombres :;: ot # désigne un entier positif
arbitraire, est borné. Sa borne supérieure, - 1, est un nombre de
Pensemble; sa borne inférieure, 0, au contraire nen est pas un.

On appelle infervalle l'ensemble de toutes les nombres sibués
entre deux nombres donnés. L'un quelconque de ces nombres est dit

intérienr & Vintervalle; on dit aussi que lintervalle entoure le nombre.

12) ,C. Jordan, Cours d’Analyse (2° éd.) 1, Paris 1893, p. 22; (3 éd.) 1,
Paris 1909, p. 22.*

18) ,J. Tannery, Introduction & la théorie des fonctions d'une variable,
(2° €d.) 1, Paris 1904, p. 66; R. Baire, Lecons sur les théories générales de I'ana-
lyse 1, Paris 1907, p.7; FE. Goursat, Cours d'Analyse math. (2° éd.) 1, Paris
1910, p. 5.*
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Si le nombre sppartient & Vintervalle sans pouvoir coineider avec
une des extrémités il sera dit intérieur au sens diroit™); s'il peut coin-
cider avec une extrémité il est dit intérieur au sens large.

Cela posé si un point z, jouit de la propriété que tout intervalle
entourant z, contient au moins un point dun ensemble donné (sans
compter le point z, lui-méme), le point z, est dit point limite, point
@accumulation (Haufangspunkt), point de condensati %) (Verdicht

punkt) de lensemble. Tes zéros de la fonetion sin% forment par
exemple un ensemble dont le point z = O est point limite.

Un ensemble peut avoir plusieurs points limites, une infinité
méme; ces points limites forment done un mnouvel emsemble que
G. Cantor'®) appelle Vensemble derivé (Ableitung) du premier.

La borne supérieure de l'ensemble dérivé s'appelle la limite
supérieure d'inddiermination ou la plus grande imate")*

4. ,Les ensembles dérivés. Les définitions précédentes ont 6té
étendues par G. Camlor & un ensemble de points dans un espace & n
dimensions @,.

Si Ion peut dans cet espace déterminer une sphere contenant &
son intérieur les points de Densemble, celui-ci est dit bornd,

Un point limite est un point tel que dans toute sphire ayant ce
point pour centre, il y a au moins un point de l'ensemble autre que
lni-méme. L’ensemble de tous les points limites est le dérive du Premier.
Si lensemble proposé est représenté par E, on représentera son dérivé
par E,.

Il est évident qu'au voisinage d'un point limite, il n'y a pas seule-
ment un point de 'ensemble mais une infinité. Un ensemble formé
d'un nombre fini de points n’a done pas de points limites. Au con-
traire, comme nous allons le voir, les points limites existent dds que
Pensemble est infini. Cela résulte du théorsme suivant connu sous
le nom de principe de Bolzano-Weierstrass: Tout ensemble bornd formé
dune infinité de points admet au moins un point limite.

14) ,J. Hadamard dit plutdt intérieur an sens strict. Au lien de dire: point
4 lintérieur au sens étroit, on dit aussi point sitwé 4 Vintérieur, et au lieu de:
point & Dintérieur au sens large on dit alors point situé danms Lintervalle [ef.
1, 4]+

18) ,G. Milhaud et A. Girod®) traduisent Verdichtungspunkte par points de
convergence.*

16) ,Math. Ann. 5 (1872), p. 128; Acta math. 2 (1883), p. 843, Cf. 17,8+

17) ,Cf. 18, 19 notes 225, 226. Voir aussi P. du Bots- Reymond, Func-
tionenth.®) 1, p. 266; trad. p. 204; E. Goursat, Cours d’Analyse?®) 1, p. 7; K. Borel,
Legone gur les fonctions méromorphes, Paris 1903, p. 18.*
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La restriction que l'ensemble est borné disparait si l'on convient
de dire quun ensemble non borné admet comme point limite le point
3 Pinfini. Cette restriction est pourtant essentielle dans les applications.
Elle est tres difficile & faire disparaitre quand on passe & des ensembles
plus généraux (ensembles de courbes, ensembles de fonctions, ete.).

On peut encore domner & I'énoncé une forme plus préeise: S
dans une portion finie de Uespace G, un ensemble o une infinité de
points, il admet au moins un point limite dans cette portion.

Ces théoremes se démontrent par une méthode trés générale
consistant 3 découper la portion dounée en un nombre fini de portions
dans une desquelles il doit y avoir une infinité de points; on rendra
cette portion de plus en plus petite, ot il sera facile de conclure®).

Quand Pensemble dérivé d’un ensemble comprend lui-méme une
infipité de points, il admet un dérivé que G. Cantor'®) appelle dévivé
dordre dews et représente par Fy

Le dérivé de E, sera le troisibme dérivé de E; on le représente
par E, Et ainsi de suite. On définit ainsi le ni*me dérivé d'un
ensemble, quelque grand que soit 2.

Mais il importe de montrer par des exemples que tous ces ensembles
peuvent exister.

L'ensemble E des points

od # est un entier positif, admet un dérivé réduit & x=0. Sur
chaque segment

1
n +1)
construisons un ensemble semblable & E. I'ensemble des ensembles
obtenus admet J pour dérivé et # — O pour deuxitme dérivé.

De la méme fagon on formera, par la répétition du méme procéds,
un ensemble dont le pime dérivé est réduit 3 x=0, le (p — 1yieme
étant E'®).

18) Il faut remarquer que le procédé dont il est question dans le texte
ne fait appel qu'en apparence 2 'intuition géométrique.”

19) ,Math. Ann. 3 (1872), p. 128; Acta math. 2 (1883), p. 343. Cf. I7, 14.%

20) ,On trouvera d'autres exemples dans P.du Bois Reymond, Functionenth.”)
1, p. 186; trad. p. 150. 1l considire Pensemble des zéros de fonctions telles que

gin —-——
sin ax

sin az

11 parvient déja [Math. Ann. 16 (1850), p. 128 & la notion de point-limite d'ordre
infini, Il appelle les points du ntme dérivé points de condensation du ni=e ordre
(Verdichtungspunkte 2t Ordnung).*
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Soit encore l'ensemble des nombres rationnels inférieurs & l'unité.
L'ensemble dérivé comprend tous les points du segment (0, 1); les
dérivés suivants sont identiques au premier. Le nfme dérivé existe
quel que soit n.

Jusqu'ici on ne s'est pas inquiété de savoir si un point limite
appartensit ou non & l'ensemble. T’étude des différents cas possibles
conduit aux définitions suivantes.

Si tous les points limites d'un ensemble font partie de I'ensemble,
colui-ci est dit fermé®). Il contient son dérivé. En général il con-
tient anssi d'autres points que ceux de sonm dérivé: ces points sont des
points isolés de l'ensemble. il ne renferme pas de points isolés, il
est identique & son dérivé. G. Cantor®) appelle un tel ensemble en-
semble parfait.

TUn engemble dont tous les points sont points limites est dit dense
en lui-méme®) (in sich dieht). Il est une portion de son dérivé. Un
ensemble fermé dense en lui-méme est parfait.

Par exemple I'ensemble des points singuliers d’une fonction analyti-
que uniforme est un ensemble fermé |of. 118 et 11 9]

L'ensemble de tous les points intérieurs & un cercle est parfait
si on entend le mot intérieur au sens large.

Léensemble de tous les points d’un segment de droite qui ont des
abscisses rationnelles est demse en lui-méme, mais non fermé.

Une autre notion importante est celle d'un ensemble dense dans
une portion continue de G, (sur un segment de droite, dans une
aire, dans un volume...). . Cantor™) appelle ainsi un ensemble
tel que dans une portion quelconque de la portion continue donnée
de @, cet ensemble renferme des points. Tout point de cette portion

21) ,On dit aussi clos au lieu de fermé. Cf Il1, 2L

29) ,Math. Ann. 21 (1883), p. 54; Acta math. 2 (1883), p. 405.*

,C. Jordan [Cours d’Analyse’”) 1, p. 18] appelle ensembles parfaits ceux que
@. Cantor appelle fermés; E. Borel [Legons sur la théorie des fonctions, Paris 1898,
p. 36] dit relativement et absolument parfaits 14 ol mous disons fermés et parfaits.
Depuis, la terminologie de G. Cantor a prévalu.*

23) ,Of. 17, 14. On dit aussi parfois dense en soi [ef. IL 1, 21 note 288].*

24) Math, Ann. 15 (1879), p. 2; Acta math. 2 (1888), p. 351. Dans ce
dernier mémoire G. Cantor traduit le mot dicht par condensé. L’expression
dense, introduite pour la premitre fois par E. Borel [Legons sur la théorie des
fonctions, Paris 1898, p.38] a prévaln. Clest P.du Bois-Reymond [Functionenth.®),
p. 182/3; trad. p. 148] qui parait avoir le premier considéré des ensembles denses
qu'il appelle des pantachies.

La terminologie de G. Cantor [ef. E. Borel, Legons sur les fonctions de
variables réelles, Paris 1905, p. 3] est de plus en plus répandue en France.®
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est done point limite de Pensemble. Done son dérivé comprend
toute la portion®). TUn ensemble fermé dense dans une portion de
&, comprend cette portion.

Certains auteurs disent partout dense®) (tiberall dicht) au lie. de
dense.  De méme un ensemble qui n’est dense dans aucune portion,
si petite soit elle, de G, est parfois dit n'étre dense dans aucun inter-
valle (nirgends dicht) au lieu de non-dense®),

L’ensemble complémentaire d'un ensemble E donné est Vensemble
de tous les points qui n'appartiennent pas a E. On peut définir
aussi le complémentaire de E relativement 3 une portion de 7, qui
renferme F, ou méme relativement & un autre ensemble F' qui con-
tient tous les points de E: ¢est Tensemble des points de F qui ne
sont pas points de F.

Revenons & la suite des ensembles dérivés. Eile jouit des deux
propriétés suivantes:

Tout ensemble dérivé est un ensemble fermd.
Chacun des bles dérivés contient tous les

La premiere dérivation peut done augmenter un ensemble mais
les dérivations suivantes ne peuvent avoir d'autre effet que de sup-
primer des points.*

5. ,Le théoréme de Cantor-Bendixson. Quand on forme la suite
des dérivés d'un ensemble donné, il peut se présenter deux cas.

1°) Ou bien il existers un nombre % tel que le nime dérivé E, se
compose d'un nombre fini de points. Les dérivés suivants nexistent
pas et on peut convenir d’éerire

E,1=0, E, ,=0, ...

2°) Quel que soit n, le #ime dérivé se compose toujours d’une
infinité de points. Dans ce dernier cas (. Cantor®) démontre qu'il
ariste un ensemble de points communs @ tous les dérivés et aussi que
cet ensemble commun est fermd?®),

G. Cantor désigne par la notation

D&, Q)

25) ,B. Buire [Ann. mat. pura appl. (3) 3 (1899), p. 29] prend cette propriété
pour définition.*

26) ,Of, 17, 15; 1T 1, 19.*

27) ,Cf. 17, 15

28) ,Math. Ann. 17 (1880), p. 857; Acta math. 2 (1883), p. 359."

29) ,D'ailleurs, si une infinité dénombrable d’ensembles fermés B, K, ..,
E,

“ny -+« sont tels que chacun comprenne lo suivant, Uensemble commun existe
eb il est fermé.*
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Pensemble des points communs 3 P et @, et par

D(F, ¢, B)
Pensemble des points communs 3 P, @ et R. En désignant par E,
Pensemble ecommun & tous les dérivés, on posera donc

E,~D(E, E,.. ,FE,...).

Rien n'empéche alors de continuer la dérivation au deld de Uin-
fini en formant le dérivé K, de E,, le dérivé E, .o de E, , et ainsi
de suite.

Le dérivé d'ordre » de E, sera F,,, I'ensemble commun

E,, By, By ...

2w
sera E» et 'on définira ainsi tout dérivé dont Lordre est un polynome
en @ A coefficients entiers.
E,,, sera Yensemble commun &
E,, E;, Eypyoonnn

Cette premitre introduction des nombres transfinis nest signalée
iei qu'an point de vue historique. Clest en effet en partant de Ia
que G. Camtor se proposait d’arriver au caleul de la puissance d'un
ensemble quelconque [sur la notion de puissance, voir I 7, 2] Cest
de 13 aussi que I Bendizson™) a déduit la premiére démonstration
de l'important théoréme dit théordme de Cantor-Bendixson. Il démontre
la suite de propositions que voici:

1°) 8i le dérivé P* d’un ensemble quelconque west pas dénombrable,
il cxiste un ensemble Pq de points communs 6 fous les dérivds dordre
fini ou transfini.

2°) Cet ensemble Po est parfait.

3°) BEnfin Uensemble P’ — P est denombrable.

En d'autres termes, et en remarquant que P’ est un enmsemble
fermé quelconque, on peut déduire de I'énoncé préeédent le suivant
qui Iui est équivalent lorsqu'on ne se préoccupe pas de caractériser
Tensemble parfait.

Tout ensemble fermé est la somme d'un ensemble parfait et d'un
ensemble dénombrable.

On verra un peu plus loin comment ce dernier énoneé peut tre
obtenu sans le secours des nombres transfinis.*

30) ,Acta math. 2 (1883), p. 415. A. Schoenflies [Jahresb. deutsch. Math.-Ver.,
Erginzungsband 2, Leipzig 1908, p. 73 (Die Entwickelung der Lehre von den
Punktmannigfaltigkeiten, 2itme partie)] appelle le théoreéme de Cantor-Bendixson,
le théoréme principal (das Haupttheorem)®
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6. ,Les ensembles non fermés. Le développement de la théorie
a montré la grande importance des ensembles fermés dans les appli-
cations. Aussi compte-t-on peu d'études générales sur les ensembles
non fermés. Bt il faut ajouter que, jusqu'd présent, on n'a trouvé
aux propriétés établies pour les ensembles non fermés aucune appli-
cation. Nous résumerons done trés rapidement ces recherches.

G- Cantor™) se propose de généraliser pour un ensemble quel-
conque la décomposition qui résulte pour les ensembles fermés du
théoréme précédent. Il suppose essentiellement que les puissances
forment un ensemble bien ordonné [cf. 17, n** 8 et 11]. II définit la
puissance d’'un ensemble aw voisinage d'un de ses points: c’est la puis-
sance de Pensemble partiel, portion de Iensemble total située dans une
sphére de rayon infiniment petit ayant le point pour centre.

Lensemble est homogine si la puissance est la méme au voisinage
de tous ses points. Si cette puissance est la ni*=e, Yensemble est dit
homogéne d'ordre , et il a alors exactement la puissance z. Ainsi
Fensemble des nombres & abscisses rationnelles est homogene d'ordre un.

Cela posé, on distingue dans un ensemble non homogene E deux
sortes de points: les points isolés et les points limites. Si E, est
T'ensemble des points isolés de F et si E, est lensemble des points
limites de E, on a

E=E,+E,
Les deux ensembles E, et E, n’ont aucun point commun; F, est une
portion du dérivé E'; E, coincide avec E si E est fermé; E, est un
ensemble isolé, c'est-d-dire un ensemble qui ne contient aucun de ses
points limites. E, contient toute portion dense en elleméme de E.

G. Cantor appelle E, la premiére adhérence, E, la premiére cohé-
rence de E.

On peut de méme déecomposer E, en son adhérence et sa cohé-
rence et l'on écrira

E =E, + E,,
dont

E=E, +E, +E;
et ainsi de suite.

En général, on arrivera & la décomposition que le symbole
auivant exprime suffisamment

E=E,+E,+E; + -+ Ep-1,+ Eg

E., est la ntme cohérence; n peut &fre fini ou transfini: par exemple

31) ,Acta math. 7 (1885/6,) p. 110.*
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on définira E. en posant
Eun=D(...Epn...) n <o
et en remarquant que chaque E contient les suivants.

Voici les conclusions que G. Cantor tire de cette étude. Appe-
lons ensemble séparé (separierte Menge) un ensemble dont aucune
portion n'est dense en elle-méme (in sich dicht).

On a les deux énoncés suivants.

Théoréme. Soit E un ensemble séparé, il existe un nombre o
de lu premicre ou de la deuiéme classe™) tel que Fo — 0.

Si E est un ensemble non séparé, on peut de méme trouver un
nombre a, tel que E.a soit dense en soi.

Par suite, tout ensemble de puissance supérieure & la premicre ren-
ferme une portion dense en elle-méme et telle que toute sphére entourant
un de ses points contient une portion de E de puissance supérieure &
la premiére.

Done encore, tout ensemble sépard a la puissance du dénombrable.

Cette étude s été reprise par W. H Young®®). La suite des idées
n'est pas essentiellement différente de celle de G. Cantor. Certains
théortmes, que lon retrouvera plus loin, sont indépendants de la
théorie des nombres transfinis, mais ne sont pas nouveaux.

Indiquons ici simplement la terminologie de W. H. Young. I
appelle déduction le procédé qui consiste & prendre l'ensemble commun
5 une infinité dénombrable densembles. Et il montre que par une
infinité dénombrable de dérivations et déductions on peut réduire a
rien un ensemble dénombrable fermé, et & som nucléus un ensemble
non dénombrable; le nucléus est Uensemble des points de U'ensemble
au voisinage desquels celui-ci est non dénombrable (ou de degré non
dépombrable, comme dit W.H. Young). Il appelle. ultime cohérence
Pensemble commun & toutes les cohérences. Pour un ensemble fermé,
nueléus et ultime cohérence se confondent. Ceci peut &tre rapproché
de la notion de point de condensation introduite par E. Lindelif
[ef. n° 9].*

7. ,La puissance des ensembles de points. Les études générales
précédentes ont été entreprises par G- Cantor dans le but d'arriver a
une proposition générale concernant la puissance des ensembles de
points.

Tandis que pour les ensembles abstraits on pouvait concevoir

32) ,Au sujet de cette dénomination, voir G. Cantor, Acta math. 2 (1883),
p. 381; of 17, no 127
33) ,Quat. J. pure appl. math. 35 (1904), p. 102.%
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Vexistence de puissances de plus en plus grandes™), les choses se
passent d'une fagon bien différente pour les ensembles de points. Un
ensemble de points congu dans un espace & n dimensions, ou méme
dans un espace & un nombre infini dénombrable de dimensions, ne
peut pas en effet avoir une puissance supérieure {I 7, 4 et suiv.] &
celle du continu linégire [17, 2]. D’autre part, en nous bornant & des
ensembles composés d’une infinité de points, leur puissance est au moins
celle que G. Cantor appelle la premiire, celle du dénombrable (17, 6).

Dés Jors une question se pose. Tout ensemble de points a-t-il
nécessairement I'une des deux puissances ci-dessus ou y a-t-il au con-
traire des ensembles de puissances intermediaires entre celle du dénom-
brable et celle du continu? A cette question on me peut apporter
aujourd’hui encore une réponse définitive®).  Quelques personnes
mettent méme en doute que la question posée ait un sens. Nous
n'entrerons pas dans les détails de cette question®) et nous nous
bornerons ici au cas le plus important, celui des ensembles fermés
pour lequel la question est résolue. On ne peut rien en conclure
pour le cas général, étant donné que le dérivé d'un ensemble ne
nous renseigne en rien sur la puissance de celui-ci (par exemple
Tensemble des nombres rationnels et celui des nombres irrationnels,
qui ont méme dérivé, n'ont pas méme puissance).

G. Cantor¥") & déduit la puissance d'un ensemble fermé des théo-
rémes suivants:

Tout ensemble isolé est dénombrable. Tout ensemble dont le
dérivé est dénombrable Yest aussi, et par suite, tout ensemble dont
Pun des dérivés d'ordre fini est nul est dénombrable. Il en est de
méme si le dérivé d'ordre @ ou I'un des suivants est dénombrable,
ou réduit & zéro. Réciproquement tout ensemble dont le dérivé est

34) ,Voir G. Canior, raisonnement reproduit pax E. Borel, Legons sur la
théorie des fonctions, Paris 1898, p. 102.

35) ,P.du Bois-Reymond [Functionenth.®) 1, p. 194; trad. p. 166] croyait a
Yexistence possible de telles puissances au moins pour les ensembles i deux
dimensions et & un nowmbre de dimensions n>2*

36) ,Voir notamment, outre les mémoires de G. Cantor [Math. Ann. 21 (1888),
D-545; Acta math. 2 (1888), p. 881), A. Schoenflies [Jehresb. deutsch. Math.-Ver, 8*
(1899), éd. 1900, p. 65] et F. Bernstein [Diss. Gottingue 1901, éd. Halle 1901].
Voir aussi sur cette question E. Zermelo, Math. Ann, 69 (1904), p. 514; 65 (1808),
P 107, 314; G. (J.) Konig, Math. Ann. 60 (1905), p. 177; Acta math. 80 (1906),
p- 829; F. Hausdorff, Math. Ann. 65 (1908), P- 438/605; Abh. Ges. Lpz. (math.) 81
(1909), p. 297/334; H. Lebesgue {J. math, puares appl. (6) 1 (1905), p. 218] 2 démontré
que la puissance du continu est au moing égale & celle de ’ensemble des nombres
transfinis de la seconde classe [I 7, 8, 4, 121+

37) Muth. Ann. 21 (1888), p. 61; Acta math. 2 (1888), p. 872.*

7. La puissance des ensembles de points. 125

dénombrable est tel qu'il existe un nombre « de la premitre ou de
Ia seconde classe de nombres tel que le dérivé d'ordre a s'évanouit;
et méme il y a un de ces nombres ¢ qui est le premier de tous.

Comme tout ensemble fermé est la somme d'un ensemble dé-
nombrable et d’'un ensemble parfaif, savoir, I'ensemble commun & ses
dérivés d’ordre fini ou transfini, on en déduit que P'ensemble dérivé
de lensemble donné sera dénombrable dans le seul cas o cet en-
semble parfait est nul; en particulier un ensemble parfait n’est pas
dénombrable. On comprend de plus que I'étude de la puissance d'un
ensemble fermé se rameéne & celle d'un ensemble parfait.

Or G. Cantor™) a démontré que tout ensemble parfait & unc di-
mension a la puissance du continu linéaire. D'autre part il avait dé-
montré précédemment®) que le continu 4 % dimensions et le continu
linéaire sont équivalents au point de vue de la puissance. I 'y a
aucune difficulté & en déduire que tous les ensembles parfaits ou tous
les ensembles fermés situés dans un espace i # dimensions ont Ia
puissance du continu lnéaire.

Revenons maintenant sur la correspondance d'un ensemble parfait
4 une dimension et du continu linéaire. Si I'ensemble parfait est dense,
il se confond avec un segment de droite, et le théoréme n’s besoin
détre établi que pour un ensemble parfait non dense (nirgends dicht)
ou pour les portions non denses dun ensemble parfait. (’est ce que
fait G. Cantor. Sans donner sa démonstration, il semble utile de montrer
par un exemple qu'il existe effectivement des ensembles parfaits non
denses.

Divisons un segment de droite, soit (0, 1) par exemple, en trois
parties égales et excluons du segment les points intérieurs (au sens étroit)
au segment médian. Traitons de la méme fagon les deux segments con-
servés, puis les quatre segments nouveaus, et ainsi de ‘suite; 'ensemble
des points enlevés sera le complémentaire de Uensemble E que nous
voulons considérer. Cet ensemble 7 est formé des points qui sont les
extrémités, droite ou gauche, des segments exclus et des points limites
de ces points-la; il est done fermé; il est facile de voir qu'il est par-
fait. Il n'est certainement dense dans ancune portion du segment initial.

Nous allons sur cet exemple faire comprendre comment on peut
réaliser la correspondance un par un entre les points de E et les points
d'un segment (0, 1). Il suffit de remarquer que si T'on convient
@éerire V'abscisse d’un point dans le systeme de base trois [ef. 11, 8]

88) ,Math. Ann. 21 (1883), p. 545; Acta math. 4 (1884), p. 381.%

39) ,J. reine angew. Math. 84 (1878), p.242; Acta math. 2 (1883), p. 315.*
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la condition nécessaire et suffisante pour quun point appartienne & E
est qu'on puisse écrire son abscisse au moyen des seuls caracteres O
et*2 & Vexclusion de 1),

Faisons correspondre & un point de F un point dont l'abscisse
dans le systeme de base deux s'obtient en remplagant les 2 par des
1 (en laissant les zéros en place). Soit F' l'ensemble obteny, il com-
prend tous les points du segment (0, 1); & un point de E correspond
un point de F; & un point de I correspondent un ou deux points
de F, mais £ et F ont méme puissance.”

8. ,Les ensembles formés. De tout ce qui préctde, les applica-
tions n'ont utilisé jusqu'ici que les définitions fondamentales et le
théoreme de Cantor-Bendixson. Au contraire, I'étude systématique des
ensembles fermés a rendu d’immenses services a 'Analyae et, on le verra
plus loin, & la Géométrie. Cette théorie moderne des ensembles re-
monte & 189241}

. Jordan appelle écart de deux points (r,y), (2, y) Texpression

fz—a'l+ly—o1

La locution s'étend & deux points d’'un espace G, & n dimensions.

Dans toutes les questions d’odt les coordonndes complexes sont ex-
clues, il 0’y a aucun inconvénient & remplacer V'écart par la distance

Vie -2y +—y)
Duns la suite, on conserve le mot coart; toutes les propriétés énoncées
rvestent vraies si on lui substitue la distance ou méme une fonction
continue positive des deux points qui sannule seulement guand les
points sont confondus.

L’écart d'un point & un ensemble est la borne inférieure des écarts
du point aux différents points de Pensemble. Cette borne est po-
sitive ou nulle. Supposons qu'il sagisse dun ensemble fermé ou
que on exclue expressément le point lui-méme; pour que ceite borne
soit nulle il faut alors et il suffit que le point donné soit limite
des points de l'ensemble, ou encore appartienne & son dérivé.

Quand lensemble est fermé, il renferme au moins un point dont
Técart au point donné est égal & D'écart de ce point & Pensemble. Si

40) Il faut dire ,puisse écrire car il y a des points dont on peut éerire
Pabscisse de deux fagons (pat exemple } peut s'éerire 0,1 ou 0,0222...) et il suffit
quwne de ces fagons ne comporte pas le chiffre 1 pour que le point soit
point de E.*

41) ,C. Jordan, ). math. pures uppl. (4) 8 (1892), p. 71/81; Cours d’'Ana-
lyse?) 1, p. 18/31.*
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Técart est nul, le point appartient & Vensemble; cette condition est né-
cessaire et suffisante.

Lécart de deux ensembles est la borne inférieure des écarts de
deux points quelconques, pris un dans chaque ensemble. Quand les
deux ensembles sont fermés, ils renferment au moins un couple de
points dont Iécart est égal & celui des ensembles. La condition né-
cessaire et suffisante pour que deux ensembles fermés aient un point
commun est que leur écart soit nul.

@ Cantor*®) a indiqué un procédé permettant de construire tous
les ensembles fermés & une dimension. Son procédé consiste & éli-
miner successivement du segment de droite donné les points intérieurs
(sens étroit) & un segment, puis & un second n'empiétant pas sur le
premier et ainsi de suite en employant une infinité dénombrable
Lintervalles: cest le procédé employé plus haut (n® 7]. L'ensemble
des points restants est un ensemble fermé.

Inversement tout ensemble fermé borné i une dimension peut
ttre obtenu ainsi: son enscmble complémentaire est nécessairement
formé des points intérieurs & une suite d'intervalles*¥). L’ensemble de
ces intervalles est dénombrable, car, d'aprés un théoréme de G. Cantor'?),
on ne saurait concevoir sur un segment de droite un ensemble de seg-
ments sans points communs de puissance supérieure au dénombrable.

(Vest justement la-dessus que (. Cantor base s démonstration
relative @ la puissance des emsembles parfaits. Tout ensemble parfait
3 une dimension comprend une infinité dénombrable de points extré-
mités des intervalles contigus et, en outre, leurs points limites.

(. Cantor fait correspondre aux premiers points d’une fagon con-
venable un ensemble dénombrable (ce qui est possible) de points, dense
sur un segment de droite, et il montre que les points de ce segment
correspondent un par un % ceux de ensemble parfait.

Le mode de génération précédent s'étend sans difficulté au cas
de deux (ou de ») dimensions®). 11 suffit de substituer aux inter-
valles contigus & l'ensemble une sphtre ayant pour centre un point
extérieur & lensemble et pour rayon l'écart de ce point & I'ensemble,

42) Math. Ann. 17 (1880}, p. 355; Acta math. 2 (1883), p. 367. Voir aussi
E. Borel, Legons sur la théorie des fonetions, Paris 1898, p. 89.*

48) ,R. Baire, appelle ces intervalles les intervalles contigus i Vensemble.
Ann. mat. pura appl. (3) 3 (1899), p. 15 P.du Bois- Reymond [Functionenth.”),
1, p. 187; trad. p. 151] considére aussi des ensembles d'intervalles.*

44y , L. Zovetti, C. . Acad. sc. Paris 138 (1904), p. 674; J. math. pures appl.
(6) 1 (1905), p. 1.*



128 I 2. I. Zoretti, Tes ensembles de points.

et d'exclure les points intérienrs & de telles sphéeres. On montre
quune infinité dénombrable d'entre elles suffit, d'ot I'énoncé général
suivant:

On obtient lensemble fermé le plus général de Pespace & n di-
mensions en enlevant de cet espace les points qui sont intérieurs i
une au moins des sphéres d'une infinité dénombrable de sphéres®s)*

9. ,Le théoréme de Borel et ses généralisations. E. Borcl‘s)
a énoncé en 1894 un théortme qui depuis une dizaine d'années a
pris dans la théorie des ensembles une importance capitale. Le premier
énoncé de ce théortme est le suivant:

Si T'on a sur un segment de droite une infinité dénombrahle d’inter-
valles et si chaque point du segment est intérienr (au sens étroit) & Iun
au moins de ces intervalles, on peut trouver, parmi cette infinité d’inter-
valles, un nombre kmit¢ d'intervalles jouissant de la méme propriété
(tout point du segment est intérieur & Iun d'entre eux au moins).

La démonstration initiale donne dans une certaine mesure le
moyen de construire les intervalles en nombre fini dont il est question.
Elle a ét¢ reprise par E. Borel*") sous une forme plus rapide qui
n'a pas cet avantage.

On a pu se débarrasser de certaines des hypotheses de 1'énoncé
précédent. Pur exemple H. Lebesgue®®) a établi qu'il est inutile de
supposer qu’il y a une infinité dénombrable d’intervalles.

45) L'étude des ensembles fermés peut done étre ramenée a celle des en-
sembles d'intervalles. On pourra consulter i ce sujet W. H. Young, Proc. London
math Soc. (1) 85 (1902/3), p. 245; (2) 1 (1904), p. 250; Theory of sets of points,
Cambridge 1906; P. du Bois-Reymond [Functionenth.®) 1, p. 177; trad. p. 144]
et A. Harnack [Math. Ann. 25 (1885), p. 241] avaient déja considéré de tels
ensembles.™

46) ,These, Paris 1894, p. 43; Ann. Ee. Norm. (3) 12 (1895), p. 51.*

+A. Schoenflies dit que les deux théorémes essenticls de la théorie des en-
sembles de points sont: le théoréme de Cantor et le théoréme de Borel. Ii donne
@ ce dernier théordme lo nom de théoréme de Heine-Borel & cause du lien étroit
qui existe entre sa démoustration et celle de F. Heine [J. reine angew. Math, 71
(1870), p. 861] relative & l'uniformité de la continuité [cf. 111, 9 note 113). 11
reconnait cependant que E. Heine n'avait en vue que cette propriété méme.
Voir au sujet de cette dénomination H. Lebesgue, Bull sc. math. (2) 31 (1907),
p-129. P. Montel a proposé de donuer au théoréme en question le nom de
théortme de ,,Borel-Lebesgue [ef. P. Montel, Legons sur les séries de polynomes
4 une variable complexe, Paris 1910, p. 6].*

47) ,Legons eur la théorie des fonctions, Paris 1898, p. 42.7

48) ,Legons sur lintégration eb la recherche des fonctions primitives, Paris
1904, p. 105. Voir aussi &. Borel, Legons sur les fonctions de variables réelles,
Paris 1905, p. 9.*
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Les généralisations de ce théoreme sont nombreuses. On pouvait
en chercher dans deux directions: d’abord substituer au segment de
droite un autre ensemble linéaire; en second liew, voir ce que devient
Vénoneé dans un domaine & deuxs ou & n dimensions.

En se plagant au premier point de vue, on a étendu sans peine
la deuxitme démonstration de E. Borel au eas on au licu d'un seg-
ment on considere un ensemble fermé quelconque®). E. Borel a obtenu
dans cette voie le résultat le plus géndral en donnant 'énoncé suivant:

La condition nécessaire et suffisante pour qu'un ensemble E soit
tel que, si tous ses points sont intérieurs i un ensemble au moins
pris parmi une infinité d’ensembles tous fermés, un nombre fini de ces
derniers suffise 4 renfermer tous les points de ¥, est que F soit
fermé et borné™).

Le théoreme de Borel est done caractd
fermés et bornés.

Considérons, par exemple, autour de chague point d’abscisse

tique des ensembles

-g compris dans l'intervalle 0 < Z <1, le segment déterminé par les
inégalités

Pl £ 1

¢ ¢'= S + q*

On peut prendre » assez grand pour que la somme des longueurs de
tous ces intervalles soit aussi petite quon veut. Si L'on prend un
nombre limité de ces intervalles, quelque grand qu’il soit, il y aura
sur le segment (0, 1) des intervalles qui seront extérieurs i ceux-la, et
par suite tous les points dont abscisse est un nombre rationnel ne
seront pas recouverts.

D'ailleurs si au moyen d'un nombre fini d'intervalles on recouvre
un ensemble, on recouvre en méme temps son dérivé. Or des puints
peuvent, par exemple, dtre intérieurs chacun & un intervalle sans qu'un
de lewrs points limites soit intérieur i aucun. Par exemple O est
point limite des points % (ot 7 est entier) et pourtant O est extérieur

aux intervalles

i
on comprend donc que le théoréme me puisse dtre vrai pour un en
semble non fermé.

Dans le second ordre d'idées on a pu étendre également le théo-
réme initial, et celui qui vient d'étre énoncé, a un espace & un nombre

49) F. Riesz, C. R. Acad. sc. Paris 140 (1905), p. 224.*
50) LE. Borel, C. R. Acad. sc. Paris 140 (1905), p. 298.*
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quelconque de dimensions®). Le premier énoncé de E. Borel™) est
le suivant:

Soit dans un espace i n dimensions un ensemble quelconque E
fermé, et une infinité dénombrable d'ensembles fermés, E,, tels que
tout point de F soit intéricur & un au moins des E,; on peut choisir
un nombre limité d’ensembles parmi les E, tels que tout point de E
soit intérieur & Tun deux.

Enfin une dernitre et importante généralisation est due & E.
Lindelof™). 11 appelle point de condensation d'un ensemble tout point
au voisinage duquel il y a une infinité non dénombrable de points de
l'ensemble®). Il donne pour les ensembles non fermés le théoreme
général suivant:

Soit, dans un espace & n dimensions G,, un ensemble P non
fermé, et supposons que chaque point p de P goit centre d’'une sphere
8§, de rayon g,; on peut choisir une infinité dénombrable de S,
telle que tout point de P soit intérieur & l'une d’elles au moins.
E. Lindelsf en déduit que tout ensemble mon dénombrable admet
au moins un point de condensation et que l'ensemble des points
de condenmsation est fermé. Soit C cet ensemble, R lensemble
des autres points de l'ensemble E (ceux au voisinage desquels il est
dénombrable) en sorte que E — R+ C; il est & peu prés évident que
R est dénombrable, que C, qui est fermé, est dense en lui-méme, et
par suite parfait; et lon a par suite réalisé la décomposition d’un en-
semble fermé en un ensemble parfait et un ensemble dénombrable:
dest 13 la démonstration & laquelle il est fait allusion au n” 5. Si
Vensemble E n'est pas fermé, ' n'est plus fermé mais reste dense en
lui-méme; on a donc extrait de E sa portion dense en elle-méme.

De nombreuses démonstrations®) ont été données du théoréme
de Borel-Lebesgue.”

51) ,Et méme & un espace a un nombre infini de dimensions [ M. Fréche:,
Rend, Cire. mat. Palermo 22 (1906), p. 1; Ann. Ke. Norm. (3) 27 (1910), p. 193)."

52) ,C. R. Acad. sc. Paris 136 (1903), p. 1065.*

53y ,C. R Acad. sc. Paris 137 (1903), p. 697; Acta math. 20 (1905), p. 183
W. H. Young [Quart. J. pure appl. math. 35 (1994), p. 102] a retrouvé quelques-
unes des idées de E. Lindeldf.*

a4) Pour (. Cantor®?), l'ensemble est de puissance supérieure 4 un an
voisinage du point domné. W. 1l Youmg, appelle un tel point: point of not
enumerable degree [Quart. J. prre uppl. mat. 35 (1904), p. 102].*

55) ,A. Schoenflies, C. R. Avad. sc. Paris 144 (1907, p. 22; G. Bagnera,
Rend. Cive. mat. Palermo 28 (1909), p. 244; C. Arzele [Rendic. Accad. Bologna
(2) 15 (1908/), p. 53]. Une pouvelle démonstration a été récemment exposée par
E. Borel, C. R. Soc. math, France 1911, n® 3. On peut rattacher au théoreme
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La structure des ensembles fermés.

10. Classification des ensombles fermés. L’étude des différentes
catégories d’ensembles fermds présente un double intérét: d'abord elle
est absolument indispensable dans un grand nombre d’applications;
ensuite elle révele des circonstances paradozales qui montrent avec
quel soin on doit raisonner si on veut, comme clest indispensable,
asseoir d'une fagon solide I'Analyse sur la notion de nombre entier.

Liétude des ensembles linaires est pen révélatrice & cet égard:
soit un ensemble fermé borné & unpe dimension; il renferme des por-
tions denses, des portions non denses (nirgends dicht). Les premiéres
épuisent les points de certains intervalles; les autres comprennent des
points isolés et des ensembles parfaits (non denses). Or la notion du
continu linéaire est une de celles que nous considérons (a tort ou &
raison) comme bien familiere®®); d'autre part les ensembles parfaits
non denses paraissent se ressembler tous, tout au moins d’aprées leur
mode de génération. Quand on en aura étudié un exemple, on s'aper-
covra bien sans doute que c'est la un groupement de points trés curieux
et peu habituel, mais qui ne révele, i la réflexion, rien de paradoxal

Bien autrement instructifs sont au contraire les epsembles & »
dimensions (5 > 1). Cest d'eux que l'on va s'occuper, en se bornant
en général au cas de deux dimensions pour les deux raisons que voiei:

1°) les résultats obtenus s'étendent pour la plupart & un nombre
quelconque de dimensions;

2°) dans le langage & deux dimensions, les mots employés sont
familiers, font image, et par suite le premier bénéfice d'une telle étude
est de déterminer avec précision ce qui correspond au point de vue
logique aux notions vulgaires de ligne, d'aire, Q’are, ete.

Cette étude trouve son origine dans les mémoires de G. Cantor
mais ce n'est (& part quelques résultats isolés) que quelques années
apres Lapparition du mémoire de C. Jordan®) que les travaux sont
devenus plus nombreux. Il y régne encore aujourd’hui une certaine
confusion; la terminologie méme n'en est pas bien fixée; chaque auteur

de Borel-Lebesgue des recherches de 1. H. Youny |Messenger of math (2) 33
(1904), p. 129/32] de G. Vitali [Atti Accad. Torino 43 (1907/8), p. 229] et de
H. Lebesgue [Ann. Ec. Norm. (3) 27 {1910), p. 367].*

56) ,Voir & ce sujet P.du Bois-Reymond [Functionenth.®) 1, p. 15, 59; trad.
p.31, 64]. 11 appelle pantachie compléte le continu des nombres, c’est-a-dire, pour
son tdéaliste,  l’ensemble de toutes les quantités possibles existant @ la foia*
et, pour son empiriste, ,l'ensemble de toutes los quantités déterminées par une
relation géométrique ou & définir.*

57) ,J. math. pures appl. (4) 8 (1892), p. 69; Cours d’Analyse'?) 1, p. 18.*

9%
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poursuit le développement de ses idées propres indépendamment de
celles d'autrui,

C. Jordan appelle point intériewr & un ensemble un point tel que
tous les points d’un cercle de rayon assez petit ayant le point pour
centre appartiennent & lensemble. 11 appelle points frontitres les
points de T'ensemble qui ne sont pas des points intérieurs.

Considérons un ensemble E, soit F son domaine complémentaire,
E’ ot F' leurs dérivés; un point intérieur i E appartient & E' mais
pas & F'; un point intérieur & F appartient & F’ mais pas a B';
enfin I'ensemble des points frontitres des dews ensembles, ou la fron-
tidre commune aux deux ensembles comprend tous les points qui appar-
tiennent a I'un d’eux et au dérivé de l'autre.

Il est bien facile d’établir que tout ensemble qui ne comprend
pas tout le plan admet des points fromtitres. De plus I'ensemble de
ces points frontitres est fermé®).

Llexistence des points intérieurs, au contraire, n'est pas nécessaire.
Par exemple l'ensemble des points & coordonnées ratiomnelles n'en
comprend aucun.

C. Jordan donne le nom de domaine i tout ensemble qui com-
prend un point intérieur au moins.

Le méme mot de domaine a pour I Lebssyue™) une signification
différente. Il appelle ainsi un cnsemble ferm¢ qui comprend des points
intérieurs et jouit de plus des deux propriétés suivantes:

19) il faut quil coincide avec le dérivé de ses points intérieurs;
2°) il faut que I'ensemble de ses points intérieurs soit horné.
Enfin il ajoute la condition que le mame ensemble soit dun seul
tenant®). Mais si l'on supprime cette condition, cela revient & con-

sidérer une somme de domaines comme un domaine.

Par exemple, Uensemble des points intérieurs 2 wu cerele, moins
le centre ou l'ensemble des mémes points, plus un point extérieur est
un domaine pour C. Jordan et non pour H. Lebesgue.

Le méme mot (pris pour équivalent de Uallemand Gebict ou Be-
reich) est utilisé aussi principalement dans les applications & la théorie
des fonctions avec un autre sens.

38) ,C. Jordan, Cours d’Analyse’®), 1, p. 20.*

59) ,Rend. Circ. mat. Pulermo 24 (1907), p. 377.*

60) ,Relativement aux domaines & connexion infinie, une quatritme restric-
tion est nécessaire; c'est la suivante: si un point peut &tre entouré d'une courbe

fermée sans point multiple dont tous les points sont intérieurs, et si cette courhe
peut &tre choisie aussi petite qu'on veut, le point doit étre également intérieur.*
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Un domaine est un cnsemble jouissant des deux propriétés
suivantes:

1°) si un point appartient 3 lensemble, tous les points dun
certain cercle autour de lui appartiennent aussi a V'ensemble, en d’autres
termes dous les points sont des points intérieurs i lensemble;

2°) deux points de Vensemble peuvent toujours étre joints par
une ligne brisée dont tous les points appartiennent & l'enserble®).

G. Cantor®?) appelle ensemhle continu un ensemble fermé qui
jouit des propriétés suivantes:

1°) il est parfait;

2°) il est d'un seul tenant (zusammenhingend): cela revient &
dire qu'étant dounés deux points quelconques de l'ensemble, on peut,
quel que soit ¢, trouver une succession de points de Tensemble com-
mengant et finissant par les deux points donnés, et tels que la distance
de chacun au suivant soit inférieure i e

Dailleurs un ensemble d'un seul tenant et fermé est nécessaire-
ment dense en lui-méme et par suite continu.

G. Cantor®) dit encore qu'un ensemble est bien enchaind entre deux
quelconques de ses points ou simplement bien enchainé au lieu de dire
quil est dun seul tenant. Cette expression est celle qui a prévalu.

C. Jordan dit qu'un ensemble fermé est dun seul tenant quand
on ne peut le décomposer en plusieurs ensembles fermés, Cette dé-
finition est équivalente & celle de G. Cantor®).

Il énonce au sujet des ensembles d’un seul tenant les deux pro-
priétés suivantes:

TUn ensemble K formé par la réunion d'un nombre quelconque
d’ensembles d'un seul tenant dont chacun a au mwoins un point commun
avec le précédent est Ini-méme dun seul tenant.

61) ,Voir par exemple N. Wederstrass, Abh. Akad. Berlin 1876, math.
P 11/60; Funktionenlehre, Berlin 1886, p. 1/52; Werke 2, Berlin 1895, p. 77.

La notion de domains @existence (Existenzbereich) d'une fonction analytique
satisfait & ces conditions.

A. Schoenflies®°) [Jahresb. deutsch. Math.-Ver., Ergiinzungsband 2 (1908),
p. 110} donne & ces domaines le nom de continua non fermés au sens local (engere
nicht abgeschlossene Kontinua). L. Zoreits emploie le mot domaine avec le sens
de K. Weiersirass et celui de continuum avec lo sens de dérivé d'un domaine.
Cf. A. Schoenflies®), id. p. 116, Dans l'article 1111, F. Enriques emploie le mot
continuum dans un sens un peu différent. ¢. Cantor [Math. Ann. 21 (1888), p. 590;
Acta math. 2 (1883), p. 406] disigne sous le nom de semi-continus des ensembles
d’un seul tenant non fermés.*

62) ,Acta math. 2 (1883), p. 404; Math. Ann. 21 (1883), p. 545.%

63} ,Acta math. 2 (1883), p. 406.*

64) ,C. Jordan, Cours d’Analyse’?) 1, p. 25.*
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Un ensemble d'un seul tenant est parfait ou bien se réduit a
un point.

Ainsi la définition de €. Jordan rejoint celle de (. Cantor.

Par exemple l'ensemble des points intérieurs (sens étroit) & un
segment w'est pas continu, car il n'est pas fermé. L’ensemble de tous
les points de deux segments sans point commun non plus, car il n’est
pas d’'un seul tenant.

Un ensemble non continu est dit discontine. S'il est parfait il
est parfait discontinu. il ne contient aucune portion continue il
est parfout discontinu®). [l est alors mal enchaing entre deux quel-
conques de ses points.

G. Cantor partage les continus en continus linduires et superficiels.
Ces derniers contiennent des points intérieurs, les premiers ont tous
leurs points comme points frontieres.

Les continus superficiels sont les dérivés des domaines de Weier-
strass®). L. Zoretti les appelle aussi continuwms ou continua ou aires.

A. Schoenflies®) emploie les dénominations suivantes: un en-
semble fermé qui ne possitde aucune portion d'un seul tenant sap-
pelle sans connezion aucune (durchweg zusammenhanglos) ou poncuel
(punkthaft). Il appelle les continus de (+. Cantor des continua fermes.
Ti désigne en outre sous le nom de surfaces (Fliche) les continus super-
ficiels qui me renfirment aucun continu linéaire.

En définitive pour nous en tenir 4 la classification de G. Cantor,
nous étudierons successivement:

les continus superficiels,
les continus linéaires,
les ensembles parfaits partout discontinus.”

11. ,Les continus superfleiels. Les principales propriétés des
continus superficiels font interveniv leur fromtitre; aussi trouveront-
elles mieux leur place au paragraphe suivant. On se bornera iei &
quelques propriétés on la structure de la frontiere n'intervient pas.

Voici d’abord une propriété due & . Cantor®) et qui nous ren-
seigne sur la structure de I'espace & n dimensions.

Si I'on a dans un espace i » dimensions G, des ensembles de
points renfermant chacun au moins un point intdriewr (centre d'ume
sphere dont tout point est un point de lensemble) et sans points
communs deux a deux, ou tout au moins sans points intérieurs com-
muns, linfinité de ces ensembles est an plus dénombrable.

66) , L. Zoretti, J. math. pures appl. (6) L (1905), p. 7.*

66) ,Jahresb. deutsch. Math.-Ver.s%), Ergiinzungshand 2 (1908), p. 108.

67) ,Math. Ann. 20 (1882), p. 113; Acta math. 2 (1883), p. 366."
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Par exemple en ne saurait concevoir sur ume droite (illimitée)
plus d’une infinité dénombrable de segments n'empiétunt pas les uns
gur les autres; de méme dans un plan, on ne peut placer une infinité
non dénombrable d’aires, ou, dans Lespace ordinaire, de volumes, n’em-
piétant pas les uns sur les autres®). La restriction que les domaines
wempiétent pas les uns sur les auntres peut &tre levée en partie. Il
suftit que tout point de G, soit intéricur au plus i une infinité dé-
nombrable des ensemnbles donnés.

La structure du continu & » dimensions est encore éclaircie par
1a propriété que G. Cantor démontre apres la précédente:

Si 'on enleve de l'espuce G, un ensemble dénombrable quelcon-
que, lensemble complémentaire E restant est tel que deux quelcon-
ques de ses poinis peuvent &tre joints par ume ligne continue ne con-
tenant que des points de £, au moins pour 5 >> 2%)

On peut considérer les théorémey suivants comme des généralisa-
tions des précédents™).

La somme dune infinité dénombrable d’enscmbles fermés dont
aucun ne contient de portion comtinue w'en contient pus non plus.

De méme, la somme d'une infinité dénombrable d’ensembles fermés
dont aucun ne contient de points intérieurs n'en contient pas non plus.

Les énoncés précédents montrent comment different entre elles les
notions cantoriennes de ligne, d'aire, et d'espace & deux dimensions.

63) ,G. Cantor devine Uimportance que peut acquérir le théorime dans la
théorie des fonctions de variables complexes pour le cas n— 2.*

69) ,G. Canfor dit que T2 est .encore continu et connexe. Il faut remarquer
que F n'est pas fermé, mais ce nest que plus tard que (. Cantor a réservé le
nom de ,.continus® aux ensembles parfuits d'un seul tenant. A la fin du mémoire
(p. 370) il appelle d’ailleurs E un espace discontinu.

1l ¢tudie la question des relations entre lespace coutinu réel que nous
concevons au point de vue gfométrique, et l'espace continu arithmetique [en-
semble de tous les systemes de trois nombres réels (cf. note 2)]. L'identité, que
T'on postule d’ordinaire, de ces deux notions est ,arbitraire en elle méme*.

L'ensemble % obtenu en enlevant de l'espace arithmétique un ensemble
dénombrable méme dense peut aussi bien jouer le rdle d’espace géométrique; Ja
mécanique est possible dans cet espace 4 cause du théordme du texte, done
,on ne peut rien conelure imm¢diatement du fait du mouvement continu pour la
continuité générale de l'espace tel qu'on I'a congu pour expliquer les phénoménes
du mouvement*. Mais en comparant avec les faits les résultats dunme telle
mdceanique on pourrait peut-étre en tirer des conséquences sur la notion ordi-
naire d'espace. Voir aussi . Severini, Atti Ist. Veneto (8) 8 (1905/6), p. 1301/6.

70) L. Zoretti, C. R. Acad. sc. Pavis 138 (1904), p. 874; W. F. Osgood, Bull.
Amer, math, Soc. 5 (1898/9), p. 82; L. Z rettd, Legons sur le prolongement ana-

ytique, Paris 1911, p. 7 et suiv.*
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Dans un ordre d’idées analogues R. Buire™) distingue les ensembles
de points en enscmbles de premiere catégorie et ensembles de seconde
catégorie. Un ensemble P est dit de premibre catégoric s'il existe
une suite dénombrable Py, P,, ..., P, . d’ensembles non-denses,
tels que tout point de P appartienne i Iun deux Il est de seconde
catégorie dans le cas contraire. Le continu est de seconde catégorie.

A. Schoenflies™) a étendu aux domaines qui ne renferment au-
cune ligne Ja notion d'ordre de connexite (Zusammenhangszahl). Tl définit
Qabord les polygones approchés d'un ensemble (approximierenden Po
lygoue), ou encore la figure polygonale approchie i la distance &. 11 sub-
divise pour cela le plan en carrés de eoté ; et considire I'ensemble
de ceux de ces carrés qui me contiennent aucun point de Vensemble
donué E. La frontitre de cet ensemble est formée d’une on plusieurs
lignes brisées, dont la réunion est la figure polygonale approchée P:
par exemple si £ désigne les points d'une circonférence, nous aurons
deux lignes polygonales s'entourant I'une lautre. Lliniricur I(P) de
cette ligne P, est la portion du plan limitée par une partie de P et
qui contient F; Vextdrieur A(P) est Tensemble des autres domaines
limités par P. Dans le cas ol I est une circontérence par exemple,
[ est une région annulaire, 4 se compose de deux régions sépardes
(dont Tune est non bornde).

Ceci posé soient G un domaine, T' sa frontizre, P la figure poly-
gonale approchée de 7. Soit G Venserable des points de G qui sont
dans la région A(P); (+ comprend un certain nombre d'aires limitées
par des portions de P. Pour G’ on peut définir un ordre de con-
nexité [voir Particle ITI 6]. A. Schoenflics appelle ordre de connexité
de G la limite supérienre des ordres de ' quand ¢ tend vers zéro.
Cet ordre est d'ailleurs fini ou infini.

C. Jordan™) donne également une définition de cet ordre de
connexité. I dit qu'une région 1! est d’ordre n 4+ 1 guand elle est
limitée: 1°) par » contours fermés sans points multiples extérieurs
les uns aux wutres; 2°) par un aufre contour analogue les renfermant
tous & son intérieur*

12, Les continus linéaires. Il est facile de voir en quoi con-
siste dans le eas dune dimension Ia notion d’ensemble continu d’apros
. Cantor. Si un tel ensemble comprend denx poiuts d’une droite, il

71) ,Amn. mat. pura 2ppl. (3) 3 (1599}, p. 65.*

72) ,Jahresb. deutsch. Math.-Ver.%®), Ergiinzungsband 2 (1908, p. 112.

78) ,Cours d’Analyse!?) 1, p. 100.*
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comprend tous les points intermédiaires™). C'est bien la la mnotion
de continu lindaire an sens donné & ces mots jusqu'ici.

G. Cantor o justement été amené a sa définition de Vensemble
continu par la néeessité de préciser la notion dv continu, ce qui
w'avait pas ét¢ fait ou mal dans le cas de deux dimensions ou plus™).
Il étudie an point de vue historique les différentes opinions relatives
& cette motion de continuj ces opinions se rattachent aux noms
&’ Aristote, dfvpz/ure, de Saint Thomas &’ Agquin et aboutissent a cette
conclusion que cest 14 une intuition @ priori. 1l essaie de donner a
cette motion un base arithmdtique en dehors de Vintuition du temps
ou de l'espace. 11 aboutit & la définition donnée plus haut d'un ensemble
continu: parfait et bien enchainé. Il rejette la définition de B. Bolzano ™)
comme donnant le nom de continu & la somme de deux continus
séparés.

Le nombre des dimensions est indifférent & la définition: ainsi la
réunion d’un volume, d'une surface et dune ligne, le tont d’un seul
tenant est tn continu pour G. Cantor, mais nous allons voir apparaitre
des propriétés particulibres en étndiant spécialement (dans le cus d'un
espace 3 deux dimensions) les continus linéaires, c’est-i-dire sans
points intérieurs. 2. Painlevd™) et L. Zoretti™) emploient encore pour
les désigner le nom de ligne cantorienne ou méme en ahrégé de ligne.

Les anteurs, trés nombreux, qui emploient le mot ligne ou ligne
continue n'ont pas toujours expliqué d'une fagon tris précise ce qu'ils
entendaient par 1a. Cependant il est évidemment trés important Capporter
quelques préeisions sur cette question. On verra dans Varticle III 2
sous combien d’aspects divers cette motion a pu étre envisagée et I'a
6ét¢ en effet. Nous nous bornerons ici & ce qui concerne strictement
Ia théorie des ensembles de points.

La définition de G- Canlor peut étre considérée comme la plus
simple et la plus générale, mais elle n'est pas toujours d'un emploi
trés commode dans les applications, par exemple en Analyse élé-
mentaire. llle est an contraire indispensable dans un certain nomhre

74) Voir C. Jordan, Cours d’Analysc'® 1, p. 27; L. Zoreiti, Locons sur le
prolongement analyt.™), p. 20.*

75) ,Pour le continu lindaire, c'est K. Dedekind [Stetigkeit und irrationale
Zahlen, Brunswick 1872; (3° éd.) Brunswick 1905] qui peut dire considéré comme
ayant résolu la question. Voir G. Cantor, Math. Ann. 21 (1585), p. 549: Acta
math. 2 (1883), p. 405.%

76) Paradoxien des Unendlichen, publ. par I, Piihonski, Leipzig 1951,
‘impr. Berlin 1889, p. 28.*

7%) JNotice sur ses travaux scientifiques, Paris 1900, p. 16.*
7¢6) J. math. pures appl. (6) 1 [1905), . 8.

p. 28;
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de questions ot le point de départ est la classification des ensembles
fermés™). Mais on sent la nécessité d'une définition peut-ttre moins
générale mais plus pratique. La définition de C. Jordan®®) répond & ce
besoin.

(. Jordan appelle ligne continue, ou ligne, un ensemble de points
dont les coordonnées sont des fonctions continues dun paramétre
prenant foutes les valeurs dun intervalle borné. Si ¢ satisfait aux
inégalités @ < t < b, od a et b sont des nombres donnés, on a

z=f), y=90

Ti est tout natarel de se demander quelles relations il y a entre
les définitions précédentes. D’abord toute ligne au sens de C. Jordan
(en abrégé ligne de Jordan) est un ensemble parfait de points, & con-
dition que les points

z=flw), y=g@); a=1b), y=90t)
soient bien déterminés. Il est aussi bien enchainé 3 cause de l'uni-
formité de la continuité [voir IL 1, 9] des fonctions f et g. Cest done
un contine au sens de G. Cantor. Mais on verra plus loin que ce
West pas forcément un continu linéaire: il peut renfermer des aires.

Il est plus compliqué de chercher & quelles conditions un con-
tinu linéaire est une ligne de Jordan. Il y a certainement des lignes
cantoriennes «ui ne sont pas lignes de Jordan. Un exemple trés
simuple est fourni par H. Lebesgue®). Il y a donc des restrictions
certaines & apporter a la définition de . Cantor pour la rendre identique
4 celle de €. Jordan. Le choix de eces restrictions comporte un eertain
arbitraire. 1l v aura avantage & ce qu'elles soient aussi canloriennes
«(ue possible.

Liimportance de la question vient surtout de ce qu'il est possible
sur une ligne de Jordan de définir l'ordre de succession des poiuts.
11 est done intéressant de rechercher les lignes cantoriennes pour les-
quelles il est possible d’en faire autant. Cette question a été abordée
de deux fagous différentes par A. Schoenflies®®) d'une part, L. Zowretti®)
et 8. Junissewski®) d’antre part. Les résultats de 4. Schoenflies seront

19) ,Voir par exemple P. Painlevé, Ann. Fac. sc. Toulouse (1) 2 {1888), mém.
w 2; L. Zorctti, J. math. pures appl. 6) 1 (1903), p. 1.*

80; ,Cours dAnalyse'?) 1, p. 90.*

81) ,Rend. Circ. mat. Palermo 24 (1807), p. 378."

82) ,Jahresb. deutsch. Math.-Ver.*%), Erginzungsband 2 (1908), p. 199.%

#3) ,Ann. Ec. Norm. (3) 26 (1909), p. 489."

s4) ,C. K. Acad sc. Paris 161 (1910), p. 196.*
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mieux & leur place un peu plus loin [n° 13]. Bornons-nous ici & ceux
de L. Zovetti et S. Janiszewski.

C. Jordan appelle ligne simple ou sans poinis multiples une ligne
telle quil n'y ait pas deux valeurs différentes de ¢ donnant le méme
point de la courbe, sauf peut-élre les valeurs extrémes f=a, £ =b.
Si ees valeurs extrémes donnent des points différents, la ligne est
dite ouverte; elle est fermce si ces points somt confondus.

L. Zoretti appelle continu érréductible entre deux points e, b un
continu dont aucune porfion continue nme contient a et b. Ce continu
est certainement linéaire; il démontre les théorémes suivants:

Si l'on décompose un continu en deux ensembles fermés ayant un
seul point commun, chacun d’eux est séparément continu; si le pre-
mier est irréductible, les deux autres le sont aussi (entre des points
convenables) et la décomposition w'est possible que d'une manitre
pour une position donnée du point commun.

Ttant donné un continu irréductible entre @ et b, il n’est pas tou-
jours possible de le décomposer en deux continus contenant Tun @ et
Yautre & et n'ayant en commun gqwun seul point ¢ donné®).

Les ensembles irréductibles pour lesquels une telle décomposition
est possible quel que soit ¢ ont été appelés arcs simples par S. Janis-
zewski®). Us sont identiques 3 la ligne de Jordan simple ouverte.

11 est intéressant de trouver des conditions nécessaires et suffisantes
pour qun continu irréductible soit simple. Voici les énoncés de ces
conditions donnés par S. Janiszewski et L. Zoretti:

Pour §. Juniszewski 'ensemble ne doit contenir aucun continu de
condensafion, en appelant ainsi un continu tel que le dérivé de sa
différence avec le continu donné soit identique & ee dernier.

Pour .. Zoretti il faut que V'ensemble ne renferme aucune portion
irréductible de plusieurs manidres, clest-b-dire entre des couples de
points diftérents.

Pour un continu irréduetible qui n'est pas simple, on peut néan-
moins, dans une certaine mesure, définir Iordre de suecession des
points en vertu du théoréme suivant®7):

Etant donné un point ¢ d’'un continu irréductible entre deux points
a et b, il est possible et d'une seule manidre de le décomposer en
trois ensembles €, C;, I' jouissant des propriétés que voici: G et Gy
sont bien enchainds, l'un contient @, P'antre b et ils ont en commun

85) ,L'exemple de la courbe y — sin—al: le montre bien.*

88) , L. Zoretti appelle ces bles des ¢

% i fermés.*
87) L. Zoretti, C. R. Acad. sc. Parig 151 (1910), p. 201.”
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le seul point ¢; I" est formé de Pensemble des points limites communs
a0 et G

11 est alors possible de définir Vare mp joignant deux points da
continu donné.  Pour que celui-ci soit un arc simple, il faut et il
suffit que mp se réduise & un seul point quand m et p tendent vers
un méme point-limite.*

13. ,La frontiére d’un continuum. C. Jordan a démontré qu’une
ligne simple fermée (' jouit de I'importante propriété suivante:

Les points du plan qui n'appartieunent pas & € forment deux
continua séparés par C, c'est-d-dire que denx points de I'un d'entre
eux peuvent foujours étre joints par un trait continu (une ligne brisée
par exemple) qui ne renferme aucun point de C; et au contraire, deux
points pris un dans chaque région ne peuvent pas étre joints par un
trait continu sans rencontrer (.

Ce théoréme, auquel on donne le nom de théoréme de Jordan®®),
s'appuie sur la propriété suivante: on peut trouver deux polygones S,
et S, sans point multiple, intérieurs l'un i Tautre, entre lesquels ('
se trouve compris et tel que chaque point compris entre eux est &
un éeart de ¢ inférieur 4 & Le théoréme de Jordan est alors admis
pour ces polygones et on le démontre pour ¢. Or il ¥ a un grand
intérét & démontrer ce théoréme d’une manidre purement arithmétique.
Clest ce qu'ont essayé de faire, avec plus ou moins de suecds, différents
auteurs. D’ailleurs, méme avant (. Jordan, Ia question avait 6t soulevée
par J. Thomae®) et C. Newmann*®) notamment, mais ils ne donnaient
pas de démonstrations.

A. Schoenflies donne une démonstration®™) qui est eritiquée par
L. D. Ames*®). Celui-ci donne une démonstration qui n’a pas le défaut
de celle de C. Jordan, ¢t qui peut s’étendre aun cas de trois dimensions;
mais elle n'est pas générale: il suppose en effet que la courbe donnée
est une somme d'ares sur chacun desquels lune des coordonndes est
fonction uniforme et continue de Tautre #3),

88) ,On dit en allemand ,Der Jordansche Kurvensatn®., A. Schoenflaes ),
Jahresb. deutseh. Math.-Ver., Ergiinzungsband 2 (1908), p. 168; C. Jordan, Cours
d’Analyse %) 1, p. 92.%

89) ,Abriss einer Theorie der komplexen Funktionen, (2°6d.) Halle 1873, p.4.*

90) ,Vorlesungen tiber Riemanns Theorie der Abelschen Integrale, Teipzig
1865, p. 53.*%

91)  Nachr. Ges. Gott. 1898, p. 79.*

92) ,Amer. J. math. 27 (1905), p. 343.*

98) ,La démonstration se base sur 'ordre d'un point par rapport i une
courbe: L. D. Ames appelle ainsi la variation de Targument du rayon qui joint
le point & un point P de la courbe quand P effectue sur la courbe un tour
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On peut, au point de vue cantorien, se poser une question ana-
logue: c'est ce qu'a fait . Phragmén®). Considérons un continuum au
sens de K. Weierstrass. En quoi consiste sa frontiere? Il démontre que
cette frontitre se compose d'une infinité (dénombrable) de lignes can-
toriennes fermées, en appelant ainsi des lignes qui partagent le plan au
moins en deux continua sépards, clest-i-dire tels que deux points pris
nn dans chacun d'eux ne peuvent étre joints sans rencontrer la ligne.

On peut se demander si les lignes cantoriennes qui peuvent
étre frontitres d'un domaine ne forment pas parmi les lignes canto-
riennes une famille particulibre jouissant de propriétés intéressantes,
A. Schoenflies®] a 66 conduit & se poser cette question en étudiant ce
quil appelle la réciproque du théortme de Jordan, clest-a-dive la
question suivante: lorsqu'eile est un ensemble continu, la frontidre
d’an domaine est-eile une ligne de Jordan, ou suivant son expression
une image continue de la droite (stetiges Bild der Strecke)?

A. Schoenflies donne les définitions suivantes:

Un point ¢ de la frontitre 7' d'un domaine G est dib accessible
pour G (erveichbar fiir G) quand on peut Je joindre & un point quel-
conque de G par un chemin composé d’'un nombre fini de segments
de droite ou d'unc infinité ayant ¢ pour seul point limite [ef. n° 15].
Il appelle wn tel chemin wn chemin simple (ein einfacher Weg) ou
un chemin (ein Weg). Si la propriété a lien pour toutes les portions
de G & la frontiere desquelles ¢ appartient, il est dit accessible de tous
cités (allseitig erreichbar) pour G. 11 démontre alors, en employant
la méthode des polygones d’approximation empruntée a ¢/ Jordan, le
théortme suivant:

Un ensemble coniinu qui est fromticre d'un seul domaine est
une ligne de Jordan pourvu que tous ses points soient accessibles de
tous cotés.

Létude générale des courbes fermées a 6té entreprise par A. Schoen-
flies, mais des exemples trés simples donnés par L. E. J. Brouwer®®)
ont montré gu'un certain nombre de ses résultats sont inexacts. Citons
par exewple l'existence d'une courhe fermée qui ne peut se décomposer
en deux ares, dun domaine dont la frontitre extérieure n'est pas une

complet. Il ¢tend ses considérations i I'espace &, au moyen de l'étude de
Tangle solide.*

94) ,Acte math. T (1885/6), p. 48.*

95) Jahresb. deutsch. Math. -Ver,5?), Erginzungsband 2 (1908), p. 212.*

96) ,Math. Ann. 68 (1610), p. 422. Des exemples de méme nature se
trouvent dans A. Denjoy [C. R. Acad. sc. Paris 151 (1910), p. 138] et daus Zoard
de Gedeze [Math, fermész. ertesits 26 (1908), p. 475]*
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ligne fermée simple, d'un ensemble non demse d'un seul temant qui
est la frontitre commune de trois domaines.

L. Zoretti®") a énoncé le résultat suivant:

Toute ligne eantorienne qui limite un domaine est la somme de
deux continug irréductibles qui ont deux points communs si cile jouit
de la propriété suivante: on peut trouver deux points a et b de la
ligne qwon peut joindre par une ligne entibrewent intérieure au do-
maine et n'ayant que @ et & en commun avec la ligne donnée.”

14. ,Les ensembles partout discontinus. Les ensembles par-
tout discontinus ont 6t6 moins étudiés ou ne lont été que tout
récemment. Comme on va le voir, leurs propriétés les rapprochent
tantob des emsembles dénombrables, tantét des ensembles continus.
Certaines de ces propriétés ont une allure paradoxale.

Les exemples les plus simples sont fournis par les ensembles par-
faits non denses & une dimension [n® 7]. Mais les ensembles & deux
dimensions constituent des groupements de points bien plus curieus.

Les seules propriétés générales actuellement comnuex de ces en-
gembles sont les deux suivantes:

Tout point @ d’un ensemble partout discontinu peut ctre entouré
Qune ligne fermée ne contenant aucun point de l'ensemble et dont
tous les points sont & une distance de a inférienre 2 tout nombre
donné. Ta ligne dont il est question dans I'énoncé peut étre supposée
analytique ou formée de lignes analytiques (segments de droite par
exemple). Cette propriété est due a P. Painlevé™).

L. Zoretti®) a démontré aussi qu'on peut faire passer une ligne
par tous les points d'un ensemble discontinu donné; la ligne dont il
g'agit dans cet énoncé est une ligne cantorienne «ui est frontiere d'un
domaine.

P. Puainlevé'®) a donné des ensembles discontinus la classification
suivante:

Fntourons tous les points de V'ensemble d'un nombre tini d'aires
dont chacune soit intérieure & un cercle de rayon & Soit L la
longueur totale des contours de ces aires. Alors trois cas sont possibles:

17) 8i . tend vers zéro avec ¢ l'ensemble est pometucl;

u7) ,Aun. Ee. Nonm. (3) 26 (1909), p. 488; (3) 27 (1910), p. 867

48) ,La diémonstration se trouve dans L. Zoretts, J. math. pures appl. (6) 1
(1905, p. v.*

99) J. math. pures appl. (6) 1 (1905), p. 11. F. Kiess [C. R. Acad. sc. Paris
141 (1903}, p. 630] donne un énoncé analogue, la ligne en question étant une ligne
de Jordan simple. Mais la démonstration est inexacte.”

100) ,Notice ™), p. 16.*
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20) §i L est horné quand & tend vers zéro, l'engemble est semi-
linéaire;

3°) Si L croit indéfiniment avec i” Pensemble est semi-superficiel.
P. Painlers1) a donné toutefois plus tard une classification légérement
différente.

Voici (uelques exemples d’ensembles discontinus jouissant, comme
on va le voir, de propriétés qui sembleraient a priori devoir appartenir
soulement & des continus: ces conséquences logiques de définitions
bien congues choguent d'une fagon indéniable notre seus de la con-
tinuité et mous appremnent & nous en défier.

(onsidérons ensemble des points de coordonudes

=0, aqupay...q,.....

g=0, bbby by ...

2 étant écrit daps le systéme de numération de base trois et y dens
le systtme binaire; les @ désignent une combinaison quelconque des
chiffres O et 2, les b sont liés aux a de la fagon suivante: on a
b,=0 si a,=0
et
ho=1 si a,=2

' n

Liensemble ainsi obtenu est parfait et mal enchainé entre deux
de ses points. Il me contient aucune ligne. Or sa projection sur
Taxe Oz est un ensemble parfait non demse tandis que sa projection
sur laxe Oy épuise fous les points du segment (0, 1). Voila donc
un ensemble discontinu dont une projection est continue.

De Vexemple précédent on peut en tirer d'autres encore plus
curienx. Soit E cet ensemble et soit un ensemble dénombrable et
fermé de nombres réels & compris entre O et 1. Effectnons sur E
toutes les rotations d’angle 2me avtour de Lorigine. Llensemble des
enscmbles obtenus est partout discontinu. Il a une projection con-
tinue sur une infinité dénombrable de droites, savoir, celles qui font
avec I'axe des y les angles Zsww. Toutes les droites paralléles a Tune
des dircetions qui font Iangle 2ma avec Oz, et qui passent 3 wne
distanee de Uorigine inférieure & 1, rencontrent T'ensemble.

Désignons par

¥y =flx)
la correspondance définie par l'ensemble I Pensemble

) Q_f(:o?)’

101} ,C. R. Acad, sc. Paris 148 (1909), p. 1156.
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¢ et 0 désignant les coordonnées polaires d'un point, est discontinu,
et tout cercle ayant l'origine pour centre et un rayon inférieur & 1
rencontre 'ensemble’®?). Au contraire l'ensemble

6 = 2af(e),
discontinu toujours, est rencontré em un point aw moins par toutes

les droites issues de l'origine!0s).
Considérons encore l'ensemble

2 5
0= = 2ufleVE~1)-
I1 est analogue au précédent; o varie de v a V2, et 0 prend foutes les

noo. T . .
valeurs de 3 & 2x + - Bolent F les points obtenus. Prenons cha-

que point I pour homologue du point z =1, 4 = 1 et construisons
un ensemble semblable 3 E, en prenant lorigine pour point double
de cette similitude. L’ensemble de tous les ensembles obtenus a une
projection en partie continue sur loufes les droites possibles. Toute
droite qui passe & ume distance de l'origine inférieure & 1 rencontre
Pensemble; en associant une infinité d’emsembles égaux i celui-la et
déduits par une infinité de translations convenables, on obtient un
ensemble sans lignes qui est rencontré en un point au moins, et méme
en une infinité, par foute droite du plan0f),

Ces singularités inattendues ont nécessité, en vue des applications
a la théorie des fonctions, lintroduction d’'une notion nouvelle pour
établir une classification parmi les emsembles discontinus, basée sur
la fagon dont sont distribués les points par rapport i la droite,
élément variable du plan. (est la notion de sinuositc.

Joignons deux points 4 et B d'un ensemble discontinu de toutes
les fagons possibles de fagon & ne jamais passer par un autre point de
ensemble. Soit L + 4 le plus petit rapport des longueurs de ces
chemins & la longueur AB. La limite supérieure de 4, quand A et

102) ,Cela montre que, pour la ligne dont il est question dans le premier
théoréme au début de ce numéro, on ne peut pas toujours choisir un cerclo;
¢'est ce qui montre aussi que ce théoréme, quion pourrait étre tenté de con-
sidérer comme évident, doit étre démontré.*

103) ,Dans Ja formation de I'étoile de Mittag-Loffler [voir 1 8] le domaine
obtenu peut done Stre limité quoique la fonction n'ait que des points singuliers
et pas de lignes.*

104) ,Voir L. Zoretti, C. R. Acad. sc. Paris 142 (1906), p. 763; Legons sur le
prolongement analyt.”®), p. 28; 4. Denjoy [C. R. Acad. sc. Paris 149 (1909), p. 726]
donne un autre ple d'ensemble di tinu qui a des points sur toute droite.*
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B tendent vers un point donné de lensemble, sera la sinuosité en
ce point*%%)*

15. ,Les ensembles fonctions d'un paramétre. On a souvent 3
envisager des ensembles variables dépendant d'un paramétre. II ya
lieu pour ces ensembles de définir Yensemble limite. Nous retrouvons
ici le mot limite sous son ancien aspect, celui de succession d’élé-
ments variables, tandis que dans la théorie des emsembles clest simul-
tandment que Ton considire les éléments en nombre infini donnés.

Pour simplifier, on supposera que les ensembles FE, dépendent
d’un indice # qui grandit indéfiniment.

Un point est dit limite des I, si, dans son voisinage, il y a des
points appartenant A des E, pour une infinité de valeurs de ». Il
est dit limite pour tous les E, si, quelque petit que soit un cercle
Tentourant, on peut trouver un nombre v tel que, pour n 2> v, tout
ensemble E, péndtre dans ce cercle!®),

L’ensemble des points limites est Pensemble limite. Cet ensemble
existe toujours et il est fermé.

Il est intéressant de se demander dans quel cas un ensemble con-
tinu variable a un ensemble limite continu, E. Phragmén™) en étudie
déja un cas particulier. P. Painler¢ donne V'énomeé suivant:

Si chacun des ensembles continus E, contient tous les suivants
Tensemble limite est continu (ou réduit & un point).

L. Zorelti complete ainsi lo théoréme: s'il existe an moins un
point @ qui est limite pour tous les E,, l'ensemble limite est continu
(ou réduit & un point).

On peut d'ailleurs se demander, dans le cas od un ensemble continu
E, a pour limite un continu 7, ¢'il existe nécessairement des points de F
qui sont limites pour tous les F,, ou encorc si l'on peut choisir
parmi les I, des ensembles de fagon que lo nouvel ensemble limite
soit encore continu et renferme des points limites de tous les L,
Des exemples simples montrent quune condition est nécessaire pour cela.

L. Zoretti a démontré a ce sujet le théoréme suivant: s'il existe
un point ¢ limite de tous les 17, (les E, étant continus), on peut choisir

108) 4. Denjoy, C. R. Acad. sc. Paris 149 (1909), p. 7268, 1048/50. Voir
aussi L. Zoretti, C. R. Acad, sc. Paris 150 (1910), p. 162/4, ou sont exposées d'autres
fagons d'introduire un nombre pour caractériser l'enchevétrement des points de
Tensemble (qui n'est méme plus forcément discontinu).*

106) ,Lanotion de point limite a té introduite par P. Painlevé; voir L. Zoretti,
J. math, pures appl. (6) 1 (1005), p. 10; Bull, Soc. math. France 37 (1909), p. 116/4.%

107) ,Acta math. 7 (1885/6), p. 4387
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parmi les F, une infinité d’ensembles G, tels que Fensemble limite &
soit continu et que tous les points de G soient limites pour tous les G,

Tous ces résultats ont des applications fréquentes dans la théorie
des fonctions.”

Les correspondances entre domaines continus & m et = dimensions.

16. ,La puissance du continu & 7 dimensions. On a déja fait
allusion plus haut au théortme général de G. Cantor™®) sur la puis-
sance du continu & » dimensions. Les énoncés de G. Canfor sont les
suivants:

L Soient n variables a,, 2, ... &,, dont chacune peut prendre
toutes les valeurs réelles comprises entre O et 1, et ¢ une autre
variable prenant les mémes valeurs; on peut faire correspondre d'une
fagon biuniforme chaque valeur de ¢ & chaque systeme de valeurs
de 2, Zg, .. ., Z,-

1. On peut faire correspondre d’une fagon biuniforme l'ensemble
continu & » dimensions avec un ensemble continu linéaire, ou encore
avec un continu i m dimensions, ol m et n sont inégaux.

La démonstration (dans le cas n = 2 par exemple) est basée sur
la représentation de tout mombre réel entre 0 et 1 par une fraction
continue [cf. 13, 12; I4, 28]

I=r’t‘"+%;‘+"'+’*+ ..... )
ON Gy, gy vy Qpy o v e sont des entiers positifs.
A ce nombre z on fera correspondre, par exemple, le systéme

de nombres
1 1 1]
X=,,,,A|,‘,,+..A+‘ e )
L a4 1a2n+1

L IRt
et il est facile de voir que tout systtme de mombres X, Y entre
0 et 1 correspond 2 un nombre z entre 0 et 1 et inversement: clest
bien 1a la correspondance cherchée.

Quand on a établi nne telle correspondance, on peut dire que
X et Y sont des fonctions de x; ces fonetions sont discontinues.

@. Peano'™) a donné le premier exemple d’une correspondance

108) ,J. reine angew. Math. 84 (1878), p. 24%/68; Acta math. 2 (1883), p. 311.*

109) ,Math, Ann. 36 (1890), p. 157/60. Un exemple analogue pouvant «’étendre
a plus de deux dimensions est donné par A. Schoenflies, Nachr. Ges. Gbtt. 1896,
. 255/66.%
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analogue mais continue: il a pu former deux fonctions
X(z), Y(z)

continues de la variable z qui, lorsque z prend toutes les valeurs de
0 & 1, prenment tous les systemes de valeurs od les deux variables
sont comprises entre O et 1. Le point (X, Y) décrit done une courbe
de Jordan [n° 12] eb cette courbe passe par tous les points d'un carré
de cbté égal & 1.

On a Ihabitude de désigner de telles courbes sous le nom de
courbes de Peano.

Voici le premier exemple de G. Peano: soit le nombre z éerit
dans le systtme de base 3

z=0,a0.. .6 .....

Convenons d'appeler complément du chifire @ le chiffre (2 — a), qui
sera désigné par k,, en sorte que
k=2, k=1, k=0.
Soit & le résultat de l'opération k répétée = fois sur a. On &
Br=a; krtl=F,.

Faisons correspondre au nombre x le systtme des deux nmombres
suivants:
X=0,bby...0,..... s
Y=0,¢06. ... ,
en posant
by = ay, ¢ = Kz,
by = k. o=k

R LI IR LA
I =

CPE

en d’autres termes, lo ni*=e chiffre de X est ay,_; ou son complément
suivant que la somme des chiffres de rang pair jusqu’au nidme dans z
est paire ou impaire; pour Y la regle est analogue.

A chaque valeur de z répond un systéme X, Y ef cefte corres-
pondance cst continue, car, si deux valeurs de z sont voisines, un
grand nombre de leurs chiffres sont communs; X et Y ont donc aussi
beaucoup de chiffres communs'*®).

Il faut remarquer tout de suite qu'a un systeme de valeurs de
X et Y peuvent répondre deux ou quatre valeurs de z; la corres-
pondance n'est done pas doublement uniforme.

110) ,E. Cesiro [Bull. sc. math. (2) 21 (1897), p. 257/66] & donné une re-
présentation analytique de la courbe de Peano.*
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Un autre exemple a été donué par D. Hilbert''t). 1 consiste &
diviser le segment (0, 1) en 9, 81, 729, ..., Y" parties égales, et de méme
le carré de coté égal & 1, en un méme nombre de carrds égaux; puis
& établir parmni ces 9° carrés un ordre, un numérotage qui fasse corres-
pondre chacun deux & un des segments. Ceci posé, un point quel-
conque du segment (0, 1) est intérieur, a chaque stade de la sub-
division, & un des segments; il lui correspond done chaque fois un
carré; on démontre que ces carrés s'emboitent les uns dans los aubres
ot tendent vers un point. A tout point z du segment correspond un
point X, ¥ du carré et cette correspondance est continmue.

Iei encore, & un point du carré ne correspond pas toujours wune
valeur de z: si le point est sur un coté d'un des carrés, il lui en
correspond deux; s'il est sommet de I'un des carrés il lui en correspond
quatre. L’ensemble des points du carré auxquels il ne correspond pas
un point unique est dense dans le carré.

D'autres exemples de courbes de Peano ont été donnés depuis1?),
A. Schoenflies'®) gest demandé si un domaine quelconque, dans Pespace
i deux dimensions par exemple, pouvait toujours étre recouvert par
une courbe de Peano. Il est parvenu aux énoncés suivants:

La condition nécessaire et suffisante pour qu'un domaine dun
seul tenant dont la frontiere est formée dune seule courbe soit image
continue d'un segment, c'est que la courbe frontitre soit accessible de
tous cdtds, ou en abrégé soit unme courbe simple.

Le cas od le domaine complémentaire se compose d’'un nombre
fini quelconque de domaines se traite de la mame fagon: tout point
frontiere doib étre accessible pour tous les domaines dont il est point
frontitre.

Au contraire, quand il y a un nombre infini de domaines com-
plémentaires, une nonvelle condition est nécessaire. Cest la suivante:
il ne doit y avoir quun nombre fini de ces domaines de largeur
supérieure i un nombre donné quelconque.*

17, ,Les correspondances continues et réciproques entre do-
maines de dimensions différentes. On peut interpréter avec 4. Schoen-
flies de la fagon suivante le fait que les courbes de Peano mettent

111) ,Math. Ann. 38 (1891), p. 459/60; E. Picard, Traité d’Analyse (2° éd.y1,
Paris 1901, p. 21.*

112} ,Voir notamment #, Lebesgue, Legons sur Tintégration*®), p. 44, 1
a étendu son exemple au cas d'un espace & une infinité de dimensions {J. math.
pures appl. (6) 1 (1905), p. 210].*

113) , 4. Schoenflies **), Jahresb. deutsch. Math.-Ver., Ergéinzungsband 2 (1908),
p. 216.
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en évidence. Considérons dune part les transformations univoques
continues et réciprogues: elles forment un groupe G. D'autre part
les transformations qui sont simplement univoques et continues
forment aussi un groupe I dont le premier est un sous-groupe;
A. Schoenflies appelle le premier le groupe restreint (die engere Gruppe),
le second le groupe complet (die weitere Gruppe).

On peut alors énoncer les théordmes précédents en disant que le
nombre de dimensions d'un espace n'est pas un invariant du groupe I

Clest au contraire un invariant du groupe (&, ce qu'exprime lo
théoréme suivant:

8i Ton considére l'entourage complet d'un point dans un espace
4 n dimensions &,, on ne peut pas, par une transformation récipro-
q que € continue, Iui faire correspondre I'entourage complet
d’un point dans un espace & m dimensions G, lorsque m et % sont
inégaux.

C. Jordan a Qailleurs démontré que, si une transformation biuni-
voque est conbinue, la transformation inverse l'est également. Dans
U'énoncé précédent, on peut donc au choix supposer que le mot réei-
proque sapplique soit aux deux mots ,univoque et continue, soit au
premier seul.

On peut énoncer ainsi le théoreme: si deux domaines & m et n
dimensions sont en correspondance bicontinue de fagon qu'a un point
du premier, @, correspond au moins un point du second, et & un
point du second an plus un point du premier, on a n > m.

Ces théortmes ont été établis d’abord pour des valeurs parti-
culitres de m et n. .

. Liiroth*'*) a tout d’abord étudis le cas m =1, 72> 2; il a étendu
ensuite sa démonstration au cas m ~ 2, n = 3; puis au cas m — 3,
n =411,

Pour m =1 et n quelconque, R. DMilesi'®) et A. Schoenflies ™7
montrent qua la section de G, par un plan devrait correspondre
un intervalle sur la droite &,; or on ne peut y placer qu’une série
dénombrable d'intervalles tandis qu'on peut concevoir dans (&, une
série non dénombrable de sections paralldles.

La question a encore 6t¢ étudide plus récemment par R. Baire''®)

114) ,Sitzgsb. phys.-medic. Soc. Erlangen 10 (1877/8), p. 190.*

115) ,J. Liiroth, id. 81 (1899), p. 87; Math. Ann. 63 (1907), p. 2922/38.*

116) ,Rivista mat. 2 (1892), p. 103/6.*

117) ,Nachr. Ges. Gott. 1899, p. 289.*

118) ,Bull. ec. math. (2) 31 (1607), p. 94/9; C. R. Acad. sc. Paris 144 (1907),
p. 318/21.*
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ot A. Schoenflies’'®). Voici Lordre des idées de la démonstration tentée
par R. Baire: si deux enscmbles fermés,
Gm pr

gont en correspondance biuniforme ot §il y a correspondance des
§léments limites, on dira qu'il y a application des ensembles l'un sur
Yautre; les points correspondants seront dits images l'un de l'autre.
Une surface applicable sur la sphére dans un espace & n dimensions
gappelle surface fermée simple. R. Baire démontre qu'une telle surface
2éfinit un intérieur et un extérieur jouissant des propriétés habituelles
déja vues & propos du théoréme de Jordan, que ce nouveau théoreme
généralise.

Soient alors dans un méme espace & » dimensions, G, une sphere
P et un ensemble  applicable sur P; il démontre que deux points
images Yun de P'autre sont simultanément frontiéres, non frontieres,
intérieurs, extérieurs. On déduit alors facilement de la que deux
ensembles fermés pris Iun, E,, dans un espace G, Uautre, I, dans un
espace G, , ne peuvent dtre applicables si F, épuise les points d'une
sphere. On considere a cet effet Ja seetion de F, par le plan

Lyp1 = Tnyyg ="

Ty, Ty, - -y Byyp Stant les n+p variables de lespace G, .

La premitre démonstration générale a été publiée a peu prés
simultanément par L. E. J. Browwer'®) et II. Lebesgue'™).

M. Fréchet*®) a donné une définition générale du nombre (ou
mieux du type) de dimensions d'un ensemble abstrait et a formé une
échelle de types de dimensions croissantes parmi les ensembles des
espaces géométriques.

La mesure des ensembles.

18. ,La définition de Cantor. On sest proposé des le début
de In théorie des emsembles d'associer i tout ensemble de points des
nombres qui seraient les analogues de ceux qui représentent les lon-
gueurs, les aires, les volumes et qui pourraient jouer un role dans un
grand nombre dapplications. Il y avait évidemment dans la défini-
tion dun tel nombre un grand arbitraire. Aussi ne faut-il pas
g'étonner du grand nombre de définitions qui ont ébé proposées.

119) ,A. Schoenflies®’), Jahresb. deutsch. Math.-Ver., Erginzungsband 2
(1908), p. 167.%

120) ,Math., Ann, 70 (1911), p. 1615.*

121) ,id. p. 166/8; C. R. Acad. se. Paris 162 (1911), p. 8413

122) Math. Anp. 68 (1910), p. 145/65.%
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Les premidres définitions sont celle de H. Hankel'®) et celle de
A. Harnack'™). On enferme les points de l'ensemble (en le supposant
linénire) dans des intervalles en nombre fini; on suppose que la
longueur de ces intervalles (du plus grand dentre enx) tende vers
7éro ot la mesure (Inhalt) de Vensemble est la limite vers laquelle tend
dans ces conditions la somme des longueurs des intervalles. Si cette
mesure est zéro, A. Harnack dit que Pensemble est discret.

Pour évaluer la mesure d'un ensemble dont les points sont répartis
sur un segment de longueur [, on construit tous les intervalles de lon-

gueur supérieure & -, qui ne contiennent aucun point de l'ensemble;
. . . L
puis dans les intervalles restants, ceux de longueur supérieure &

sans points de lensemble, et ainsi de suite. A chaque stade de
Topération, on a un nombre fini d'intervalles renfermant les points
de lensemble, et I'on peut évaluer leur longueur totale, puis sa limite.

La définition s'étend & un espace 3 n dimensions en remplagant
les intervalles par des domaines spheriques.

A. Harnack signale quil peut sembler i premiére vue que tout
ensemble dénombrable est discret, ear on peut se dommer une suite
de nombres ¢, de fagon que la série

L T e ol e s
ait une somme trés petite, et 'on peut alors enfermer les points z,
de Pensemble chacun dans un intervalle de longueur &,; seulement le
nombre des intervalles w'est plus fini et il est amené ainsi & se poser
la question suivante:

Quand un ensemble est recouvert dune infinité d'intervalles dont
la somme des longueurs est s, & quelle condition peut-on affirmer qu'il
pourrait étre recouvert par un nombre fini d'intervalles de Jongueur
voisine de s, question qui rappelle visiblement le théoreme de Borel.

A. Harnack donne quelques propriétés générales de la mesure: la
somme d'un nombre fini d'ensembles discrets est un ensemble discret.
Tout ensemble dont le dérivé est discret est discret.

Plus généralement tout ensemble dont I'un des dérivés est mul
est discret.

1l signale enfin qu'un ensemble discret est non dense; mais in-
versement, contrairement & ce qu'avait eru démontrer H. Hunkel, un
ensemble non dense n'est pas forcément discret.

123) ,Math. Ann. 20 (1882), p. 87; réimpr. dans la collection W. Ostwald,
Klassiker der exakten Wissenschaften n’ 153, Leipzig 1905, p. 172.*
124) ,Mabh. Ann. 19 (1882), p. 288; 25 (1885), p. 241/50.
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La définition de G. Canlor'®), qu'il ne fait d'ailleurs quindiquer
rapidement, est de nature bien différente:

Dans un espace & » dimensions, G,, soit un ensemble E de points
p. Entourons chaque point p d’une sphire de rayon o. L’ensemble
de toutes ces spheres recouvre un volume (qu'on peut obtenir par une
intégrale triple ou multiple). Ce volume V(g) est une fomction con-
tinue de g; elle tend vers une limite quand ¢ tend vers zéro. ('est
cette limite qui est la mesure de l'ensemble pour G. Cantor.

11 faut remarquer qu'elle dépend du nombre des dimensions de
Pespace dans lequel K est supposé situé. Un segment de droite par
exemple ou un ensemble linéaire n’a pas la méme mesure suivant
qu'on le considere comme situé dans un espace 3 une dimension, dans
le plan, dans V'espace ordinaire. Ainsi, un continu & p dimensions est
de mesure nulle dans tout espace & % dimensions (n >p). On remar-
quera aussi que tout ensemble dont le dérivé est déncmbrable est de
mesure nulle. &. Cantor signale aussi I'existence d’ensembles parfaits
de mesure non nulle quoiguils soient non denses.

Les définitions posées par H. Minkowski) sont assez analogues
4 la précédente.

H. Minkowski remarque que, sil est facile au moyen dune inté-
grale multiple de généraliser la notion de volume, les notions de lon-
gueur et de surface sont plus difficiles & établir. Les définitions quil
propose s'appliquent sans peine 4 un ensemble quelconque:

Soit, dans V'espace ordinaire, un tel ensemble; définissons comme
tout & Theure le volume du domaine formé par les points dont la
distance & l'ensemble est inférieure & r; soit V(r) ce volume. On
appellera surface de Uensemble la limite du rapport

Vir)
2r
quand 7 tend vers zéro, et longuewr de Pensemble la limite du rapport
Ry
wr?
dans les mémes conditions,

Pour le but poursuivi iei, il n'est pas nécessaire dinsister sur les
généralisations que H. Minkowski donne de ces notious en remplagant
la sphere, qui, dans ce qui précéde, joue un role essentiel, par une
surface convexe d’une forme déterminde.*

125) Math. Ann. 28 (1884}, p. 473; Acta math. 4 (1884), p. 388/90.%
126) ,Jahresh. dentsch. Math. Ver. 9! (1900), éd. Leipzig 1901, p. 115/21.*
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19. ,La mesure pour Jordan. La définition proposée par C.Jordan*")
est déja bien plus conforme au but poursuivi:

Soit un ensemble E dans un espace & deux dimensions par
exemple. Considérons une subdivision du plan par des paralleles aux
axes en carrés de c6té a. Certains de ces carrés ont tous leurs points
intérieurs & ¥; d'autres renferment des points frontisres de L; d'autres
enfin ne renferment ancun point de %, Soit & I'aire totale des premiers,
S Taire des seconds.

Quand @ tend vers zéro, on peut démontrer que § et S” tendent
vers des limites, S+ 5" tend donc aussi vers wne limite. La limite
de § est Vaire intéricure, celle de S+ S’ Laire extérieure de Tensemble
E. L'ensemble est dit quarrable quand ces deux aires sont égales,
cest-i-dire quand la limite de 8 est zéro.

8i, au lieu de deux dimensions, on supposait F placé dans un
espace & » dimensions, on définirait par wn proeédé tout parveil Véten-
due extérieure, Vctendue intéricure de Densemble. Tt il est mesurable
quand ces deux étendues sont égales.

Considérons une ligne dans lespace 4 deux dimensions. Son aire
intérieure est nulle, du moins si elle n’épuise pas les points d'une
aire; mais son aire exiérienre peut dtre différente de zéro. Des exemples
assez voising l'un de Vautre ont ét¢ donnés de cette circonstance par
H. Lebesgue') et W. F. Osgood 129),

Voici lexemple de W. F. Osgood. Considérons un ecarré dans
lequel nous iragons quatre paralléles i chaque coté de fagon & former
quatre bandes, deux paralleles & chaque coté. A Vextérieur des bandes
resteront neuf carrés C. Les intersections des bandes en forment quatre
antres. Nous allons former alors une suceession de petits segments hori-
zontaux et verticaux d'apres le procédé suivant de formation: partir
du sommet gauche supérieur et aboutir au sommet droit inférieur; la
premiére extrémité d'un des segments est celui des sommets du carré O
dans lequel on vient de pénétrer qui est le Plus éloigné, en diagonale, de
Pextrémité précédente. Ce procédé donne le numérotage employé dans
la figure ei-contre, de 0 & 17. Marquons sur un segment de longueur 1
les points d’abscisse %; au point du carré de numéro @, nous ferons

. n ‘.
correspondre le point 77+ Recommencons sur chacun des neuf carrés

127) ,Cours d’analyse?®), (3¢ €d.) 1, p. 28; voir aussi G. Peano, Applicazioni
geometriche del caleolo infinitesimale, Turin 1887, p- 154.%

128) ,Bull. Soc. math. France 31 (1903), p. 197/208; Ann. mat, pura appl.
(8) 7 (1902), p. 247.*

129) ,Trans. Amer. math. Soc. 4 (1903), p. 107/12.%
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& appliquer le méme procédé: subdivision par bandes et constitution
de 8 >< 9 nouveaux petits segments horizontaux ou verticaux, en partant
par exemple pour le carré qui contient les points 2 et 3, du sommet 2
pour aboutir au sommet 3, et en faisant correspondre sur le segment
(0, 1) aux points obtenus les points
2 1 2 2 2 16 2 1T _ 37

[17 Fopd T T i T e Tl
et ainsi de suite.

TLa courbe C sera constituée par la réunion de ces segments hori-
zontaux ou verticaux et de leurs points limites; les coordonnées d'un
point de € sont des fonctions de V'abscisse du point sur le segment
(0, 1) qui sont eontinues et définies pour un ensemble partout dense

° : ..., de valeurs dn paramétre, ce qui est
| suffisant. La courbe est une courbe
I de Jordan dont I'étendue extérieure
5 west pas nulle si Pon choisit con-
venablement le mode de division.
[t 11 est facile de construire des
\ ! ensembles non mesurables J: un
3 It ensemble partont dense, ne conbe-
| nant (¢'il est sur une droite) aucun
intervalle ou (s'il est plan) aucune
aire, n'est évidemment pas mesu-
vable J. Il est méme & remarquer
qwun ensemble partout non dense
peut étre non mesurable J. Les
courbes précédentes'®) et'®) en sont des exemples. Elles n'ont pas
de points multiples!®)*

17

20. ,La mesure pour Borel et Lebesgue. Cette question, si
importante pour les applications, de la mesure des ensembles a regu
enfin une solution complétement satisfaisante. Les définitions précé-
dentes avaient toutes, en effet, leurs inconvénients: celles de G. Cantor
ne gappliquaient effecfivement qu'aux ensembles fermés puisqu’elles
donnaient la méme mesure 4 un ensemble et & son dérivé; celle de

130) ,Voici un exemple d’ensemble non dense non mesurable J & une dimen-
sion. Soit une suite de fractions &, ey, @, ... formant un produit convergent
@ ey, ... Divisons Uintervalle (0, 1) en trois partics, les deux extrémes étant
égales et la troisicme de longueur 1 —c;. Enlevons les points intérieurs a la
partie du milieu. Recommengons la méme opération sur les parties restantes en
substituant @, 2 e, et ainsi de suite. L'ensemble des points restants est non dense,

*

@étendue intérieure nulle; son étendue extérieure est le produit ejeyoy ...
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C. Jordan doune un trop grand nombre d'ensembles non mesurables.
Comme on va le voir, la définition que H. Lebesgue a obtenue en
généralisant la définition de E. Borel ne présente aucun de ces incon-
vénients.

. Borel®!) se propose de définir la mesure d'un ensemble ,,du
dedans“ %) cest-a-dire (en se plagant pour simplifier dans le cas d'une
dimension) quau lien de diviser arbitrairement la droite en segments
et compter ceux qui contiennent des points de V'ensemble, on part au
contraire de l'ensemble et on essaie d'en recouvrir les points an moyen
de petits segments que l'on construit.

Supposons que Pensemble soit formé par les points d'une infinité
dénombrable dintervalles n'empiétant pas les uns sur les autres.
Leurs longueurs forment une série convergenie de somme S. Cette
somme est la mesure de l'ensemble.

Pour définir la mesure d'un autre ensemble, on posera les prin-
cipes suivants:

Un ensemble, somme de deux ou plusieurs autres de mesures
8, 83y -+ -5 S,, a pour mesure

S+ Sk + S,
pourvu que ces ensembles naient aucun point commun.

De méme un ensemble somme d'une infinité dénombrable d’en-
sembles sans points communs et de mesures Si, Sy, .- 8,....a
pour mesure la somme de la série

S+ S+ 84

Si un ensemble E de mesure S contient tous les points d'un en-
semble E’ de mesure S, ensemble £ — E’ a pour mesure S— 8.

I.. Borel appelle ensembles mesurables ceux dont il est possible
de définir 1a mesure en appliquant les propriétés préeédentes. H. Le-
besgue les appelle ensembles mesurables B, car sa définition permet de
mesurer des ensembles plus généraux auxquels nous donnerons le nom
Lensembles mesurables au sens de Lebesgue ou simplement mesurables.

La mesure n'est jumais négative; elle peut &tre nulle et cela
méme pour un ensemble non dénombrable. Par exemple l'ensemble
obtenu [n° 7] en retranchant du segment (0, 1) successivement un

1

segment égal & - deux segments égaux & ,....., & pour mesure
zéro et il est parfait. Si deux ensembles situés sur le segment 0,1)
sont complémentaires, leurs mesures ont pour somme T'unité,

131) ,Legons sur la théorie des fonctions, Paris 1898, p. 46.*
132) ,Voir E. Borel, Revue gén, sc. 20 (1909), p. 320.*
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Enfin on voit encore que tout ensemble dénombrable est de
mesure nulle et que toub ensemble fermé est mesurable: cela résulte
du proeédé de génération des ensembles fermés. Leur ensemble com-
plémentaire, formé d'intervalles, est mesurable.

H. Lebesque™) reprend la définition de la mesure en se domnant
d’avance, & peu prés comme F. Borel, les propriétés qu'on veut lni
attribuer.

Il se propose daitribuer & un ensemble un nombre ayant les
propriétés suivantes:

1°) il y a des ensembles de mesure non nulle;

2°) deux ensembles égaux ont la méme mesure;

#°) un ensemble somme d’un nombre fini ou d’une infinité dé-
nombrable d'ensembles sans points communs a pour mesure la somme
de leurs mesures.

Dans le cas d'une seule dimension, attribuons arbitrairement & un
segment de longueur 1 la mesure 1. On voit sans peine que la mesure
d'un segment est sa longueur. Enfermons alors les points d'un en-
semble I du segment (0,1) dans des intervalles dont la somme @
pour longueur (ou pour mesure) A; la mesure de E est, si elle existe,
inférienre ou égale a A. Nous appellerons mesure extérieure de
F et nous représenterons par le symbole (m,E) la limite inférieure
de Vensemble des nombres A.

Soit C(E) le complémentaire de E. Appelons mesure intérieure
de E et représentons par le symbole (m,E) Pexpression

1—m,C(L).

La mesure extérieure de F est supérieure ou égale & la mesure
intérieure m, (L),

Nous appellerons ensembles mesurables ceux pour lesquels les
mesures intérieures et extérieures sont égales. Pour les ensembles
mesurables, le probleme de la mesure posé plus haut est résoluble et
résolu; et il n'a pas d'autres solutions (em ne regardant pas comme
distinctes celles qui ne different que par un facteur constant). Pour
les ensembles non mesurables, pour lesquels 7, est différent de m,,
le probleme de la mesure est peut-ctre possible.

La somme d’une infinité dénombrable d’ensembles mesurables est me-
surable; I'ensemble des points communs & une infinité dénombrable d’en-
sembles mesurables est mesurable; tout ensemble fermé est mesurable.

133) ,Ann. mat. pura appl. (3) 7 (1902), p. 231/359; Legons sur l'inté-
gration*"), p. 36, 109. H. Lebesgue déclare [Legons sur Pintégration 49), p. 109 en
note] avoir trouvé dans la définition de E. Borel Vinspiration de la sienne propre.*
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Appelons ensembles mesurables B les ensembles mesurables au
sens de E. Borel et cnsembles mesurables J les ensembles mesurables
au sens de C.Jordan. Voici les relations entre ces différentes définitions:

Tout ensemble mesurable an sens de H. Lebesgue contient un
ensemble mesurable B de méme mesure et est contenu dans un en-
semble mesurable B de méme mesure. Tout ensemble mesurable B
est mesurable, ainsi que tout ensemble mesurable J. L'étendue inté-
rieure de C. Jordan est la mesure de I'ensemble des points intérieurs;
Pétendue extérieure est la mesure de la somme de l'snsemble et de
son dérivé. Pour qu'un ensemble soit mesurable J il faut et il suffit
que su frontiere soit mesurable au sens do Lebesgue et de mesure
nulle.

H. Lebesgue développe sa définition dans le cas de deux dimen-
sions, en affectant d’abord le carré de coté 1 de la mesure 1, puis il
définit la mesure des points dun triangle, d'un polygone. Pour un
ensemble quelconque il définit la wmesure extérienre comme la limite
inférieure de la somme des aires des triangles qui recouvrent Pen-
semble; il définit lo meswre inféricure au moyen de la mesure ex-
térieure de Iensemble complémentaire. Les ensembles mesurables sont
ceux pour lesquels ces deux mesures sont dgales.

Daprés ce qui précede, la définition de 2. Lebesgue est de beau-
coup la plus générale, celle qui s'étend au plus grand nombre d’en-
sembles; et Pimportant au point de vue pratique est qu'elle s'applique
a fous les ensembles qu'on a jusquici rencontrés. Celle de F. Burel
s'appliquait & tous les ensembles rencontrés Jjusqu'au moment ou elle
a 6t donnée; H. Lebesgue a réussi a former des exemples d’ensembles
mesurables pour lui, qui ne sont pas mesurables . [importance de
la mesure aw sens de FE. Bordl réside en ce que toute fonetion de
T'une des classes de . Buire est mesurable By

L'existence d’ensembles non mesurables a ét6 démontrd par G.Vi-
tali'®) et H. Lebesgue'™); mais les démonstrations ne sont valables
que pour ceux qui admettent l'axiome de E. Zermelo.*

134) ,Cf. H. Lebesyue, Legons sur Tintégration %), p. 112. Voir au n° 28
la défiuition des fonctions mesurables.*

135) ,Sul problems della misura dei gruppi di punti die una retta, Bo-
logne 1905.*

136) ,Bull. Soc. math. France 36 (1907), p. 202/12. Voir également E. B.
van Vieck, Trans. Amer. math. Soc. 9 (1908), p. 237/44. Consulter en outre sur
la notion de mesure G. Vitali, Rend. Circ. mat. Palermo 18 (1904), p. 116/26 et
Ch. J. de la Vallée Poussin, Cours d'Analyse infinitésimale (2° éd.) 1, Paris et
Louvain 1909, p. 240.*
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Les applications de la théorie des ensombles.

21. ,Les applications & la théorie générale des fonetions. On
trouvera dans d'autres parties de PEncyclopédie’™) des applications
nombreuses des théories précédentes. Nous nous contenterons ici de
montrer rapidement quelle parenté itroite il y a entre les problemes de
1a théorie des fonctions et ceux de la théorie des ensembles de points.

Si T'on étudie les transformations successives qu’a subies & travers
les ages la notion de fonction [voir 111 n* 1 & 3], on constatera que
lest seulement entre 1870 et 1880 quon est parvenu a se rendre compte
de la multiplicité des circonstances qui pouvaient se présenter si avec
G. Lejeune Dirichlet on entendait par le mot fonction la correspondance
la plus générale entre deux variubles.

Lexistence de fonctions continues sans dérivées montrait que la
restriction de la continuité n'atténuait que tres partiellement ce caractére
de complexité. Pour classer avec un peu de méthode les différents cas
possibles, il devenait indispensable d'étudier les groupements possibles
des valeurs de la variable pour lesquelles la fonction avait une propriété
donnée, on encore le groupement des valeurs de la fonetion, c'est--dire
détudier les ensembles de points. Aussi la plupart des auteurs qui, &
cette époque-ls, soccupaient de la théorie des fonctions, comme P. du
Dois-Teeymond, K. Weierstrass, U. Dini ont-ils été amenés forcément &
goceuper aussi des ensembles de points et, dans la mesure de leurs
besoins, & Gtablir quelques propriftds, qui avaient seulement l'incon-
vénient de rester isolées.

11 est done facile de concevoir quels immenses progrés la théorie
complete de (. Cantor et de ses éleves a pu permettre dans la
théorie des fonctions. Celui-ci a parfaitement vu dés l'abord les appli-
cations possibles de ces théories dans wn grand nombre de directions
différentes. Mais ce point de vue utilitaire ne l'a guidé quau début
de ses recherches, dont les résultats forment aujourdhui un corps de
doctrine, d'une trés grande unité et d'une beauté philosophique indé-
piable. Et il se trouve que la plupart de ces résultats ont été féconds
en applications. Nous allons en énumérer quelques-uns.

Toutes les définitions usitées actuellement er Analyse empruntent
des notions de la théorie des ensembles [oscillation, limite supérieure
Qindétermination, maximé dans un intervalle, (ef. I[1, 7 ou 14 par ex.)].
Le Cours d'Analyse de C.Jordan est un cxemple des avantages qu'on
peut retirer de la théorie des ensembles au seul point de vue de

137) ,Voir notamment la deuxitme purtie et la troisi¢me de cet article ainsi
que les articles 101, 10O et TIL2.*
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Vexposition simple et rigoureuse des éléments de I'Analyse. Quelques
définitions et quelques propriétés trés simples créent & celle-ci une
base i la fois commode et solide. De plus en plus dans lenseig-
nement de I'Analyse ces notions deviennent classiques.

Si nous nous placons maintenant au point de vue de la recherche,
les progrés ont été encore plus sensibles, surtout depuis un petit
nombre d’années, quand d’une part ces notions nouvelles se furent
répandues davantage et d'autre part quand, avee un peu de recul, on
donna aux résultats leur importance relative véritable

22, _Les applications & la théorie des fonctions de variables

réclles. En premier licu il convient de citer la définition que
. Lebesgue a donnée de lintégrale définie. Cette définition, plus
générale que celle de B. Riemann [cf. n 28, 30], a le grand avantage
de mettre en évidence les propriétés les plus importantes de l'intégrale.
Elle est éminemment pratique; H. Lebesgue en a donné déja de nom-
breuses applications; P. Fatou'*®) I'a utilisée également. Il n'est pas
douteux qu'elle n'apporte un secours notable dans toutes les questions
ol les intégrales interviennent. Notons que pour cette définition, cest,
outre les théortmes généraux, la notion de mesure qui est essentielle.

Ces théortmes jouent également le role essentiel dans les travaux
modernes sur les fonctions discontinues d'une ou de plusicurs variables
réelles. Nous allons indiquer ici ceux de ces travaux dont il n'a pas
été question dans Varticle II 1.

R. Baire'®) s'est proposé I'étude des fonctions discontinues les plus
générales. 1l s'est d’abord limité aux fonctions borndes d'une seule variable.

Convenons d’appeler maximé d'une fonction f en un point A la borne
inférieurc des maximés de la fonetion dans un intérvalle quelconque
contenant A et appelons minime dune fonction en un point A la borne
supérieure des maximés de la fonetion dans un intervalle contenant A.
Représentons respectivement ces deux nombres par

M(f, 4) m(f, 4).
L'oscillation de la fonction au point A sera la différence
o(f, A)=M(f, A) —m(f, 4).

Si Toscillation est nulle la fonetion est continue en 4. Si elle
n'est pas nulle la fonction est discontinue.
Si l'on a, en un point 4,

- F(4) = M, 4)
138) ,Acta math. 30 (1906), p. 335/400.%

. 139) ,Ann. mat. pura appl. (3) 3 (1899), p. 1/122; Legons sur les fonctions
discontinues, Paris 1905, p. 1/22, 69/124.%
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la fonction [ est dite semi-continue supiriewrement en A. Si lon a,

en un point A, i )
f4) = m(f, 4)
la fonction f est dite semi-continue inféricurement en A.
Pour qu'une fonetion soit continue en un point il faut et il suffit
qu'elle soit semi-continue supérieurement ct inférieurement en ce point 140),
Une fonction est dite semi-continue supérieurement ou inférieure-
ment sur un intervalle si elle lest en tout point de I’intervalle.

Le maximé
M, 4)
d’une fonction f définie sur un segment, est une fonction semi-con-
tinue supérieurement. Le minimé
nf, 4)
est une fonction semi-continue supérieurement. L’oscillation
o(f, 4)
est une fonction semi-continue supérieurement®t).

R. Baire distingue les fonctions qui ne sont pas continues en fone-
tions ponctuellement discontinues et en fonctions fotalement discontinues.

Une fonction définie dans un intervalle est ponctuellement dis-
continue lorsqu'elle est continue en des points dont l'ensemble est
dense dans cet intervalle. Il en résulte que si l'on considere un sous-
intervalle quelconque de Vintervalle proposé, Poscillation de la fonction
a, dans ce sous-intervalle, son minimé nul. Ce minimé est done nul
en tout point de Uintervalle.

Il existe des fonctions qui ne sont pas ponetuellement discon-
tinues: telle est la fonction nulle quand la variable est rationnelle,
égale i un quand clle est irrationnelle. Des exemples de fonctions
ponctuellement discontinues sont fournis par les fonctions dont Ten-
semble des points de discontinuité est fini, ou si, cet ensemble étant
infini, son dérivé est fini, ou plus généralement dont Iun quelconque
des dérivés (Wordre fini ou transfini) est fini.

Toute fonetion semi-continue est ponctuellement discontinue4?),

Les définitions et la classification précédente s'étendent au cas
on, au lieu de considérer tous les points d'un intervalle od la fonction
a Ctudier est définie, on considere simplement un ensemble parfait de
valeurs de la variable.

140) 4 &. Baire, Aun. mat, pura appl. (3) 3 (1899), p. 4 et suiv.; Legons sar les
fonctions discontinues, Paris 1905, p. 70/1.*

141) , R. Baire, Legons sur les fonctions discontinues, Paris 1905, p. 73.*

142) ,E. Baire, Ann. mat. pura appl. (3) 8 (1899), p. 64; Legons sur les
fonctions discontinues, Paris 1905, p. T5/7.%
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Soit H un tel ensemble. La fonction admettra sur Vensemble H
un maximé, un minimé, une oscillation en tout point A de cet en-
semble. On représentera ces fonctions par

W, B, 4), mlf, 1, 4), o, H 4),

8i w est nul en tout point 4 de H, la fonction f sera dite con-
tinue sur lensemble H. Elle sera semi-continue supérieurement si
Ton a, en tout point A de H,

M, H, 4) = {(4).
Elle sera semi-continue inférieurement si Yon a, dans les mémes con-
ditions, N

m(f, H, 4) ~ f(4).
Elle sera ponctuellement discontinue sur H si, pour tous les points de H
intérieurs & un intervalle quelconque, loscillation de la fonction admet
un minimé nul. Elle est fofalement discontinue dans le cas contraire %),

L'importance de cette classification apparait & U'énoneé du théoreme
suivant démontré par R. Buire!4):

La condition nécessaire et suffisante pour quune fonction discon-
tinue soit limite de fonetions continues est qu'elle soit ponctuellement
discontinue sur tout ensemble parfait.

Les fonctions qui sont limites de fonctions continues sans é&tre
elles-mémes continues forment la classe de fonctions la plus intéres-
sante aprés les fonctions continues proprement dites. L’énoncé précé-
dent caractérise la fagon dont elles sont discontinues.

Voici en quelques mots la marche suivie par R. Buaire™?) dans
sa démonstration:

Il cherche d’abord les conditions nécessaires que doit remplir
une fonction limite de fonctions continues. Il démontre que cette
fouction est ponctuellement discontinue dans I'intervalle ou elle est
définie. La démonstration se base sur I'énoncé suivant: étant donné
un ensemble 7' de nombres dont Poscillation dépasse un nombre positif
274 et d'antre part un nombre o quelconque, il y a dans 7 au moins
un point b tel que la—b > 1
I montre ensuite que ce résultat s'étend au cas ot lon considire
seulement un enscmble parfait quelconque: si Pon suppose la fonction
définie sur cet ensemble et si elle y est limite de fonctions continues

148) B. Baire, Tegons sur les fonetions discontinues, Paris 1905, p, 84,7.*

144) ,C. R. Acad. sc. Paris 126 (1898), p. 884/7; Aun. mat. pura appl. 3

(1899), p. 62; Legons sur les fonctions discontinues, Paris 1905, P. 69/98, 110,20.*
145) ,Legons sur les fonctions discontinues, Paris 1905, p. 80 et suiv.*
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sur l'ensemble, elle est nécessairement ponctuellement discontinue sur
P'ensemble.

Pour montrer que ces conditions sont suffisantes, il commence
par étudier le cas particulier d'une fonction qui me prend que les
valeurs 0 et 1 et il cherehe & démontrer que si elle est ponctuellement
discontinue sur tout emsemble parfait, clle est limite de fonctions
continues. La démonstration est assez simple.

File est plus compliquée dans le cas général, mais la démons-
tration a l'avantage de s'étendre immédiatement au cas des fonetions
(bornées) de n variables.

On montre d'abord que lorsquume fonction bornée, limite de
fonctions continues, a pour limites supérieure et inférieure (sur un
ensemble H) deux nombres M et m, on peut la considérer comme
limite de fonctions continues comprises elles-mémes (sur H) entre
M et m.

On montre ensuite qu'étant donnée une série uniformément con-
vergente sur un ensemble parfait't®), si tous ses termes sont limites
de fonctions continues, il en est de méme de la somme de la série.

La démonstration consiste alors & remplacer la foretion donnée,
supposée ponctuellement discontinue sur tout ensemble parfait, par
une série de fonctions qui tendent uniformément vers elle, chacune
étant limite de fonctions continues. Il en est alors de méme de la
fonction proposée.

Enfin il est possible de lever la restriction que la fonction doit
stre bornée en faisant correspondre 2 celle-ci une transformée bornée
et en démontrant que les deux fonetions sont simultanément limites
de fonctions continues.

(le théoreme a conduit K. Baire a une classification des fonctions.

Les fonctions continues seront de classe zéro. Les fonetions
limites de fonctions continues seront de classe un.

En géuéral on appellera fonetion de classe n, les fonctions qui
sont limites de fonctions de classe » — 1 sans étre elles-mémes de
classe n — L ou de classe moindre.

Le théorome fondamental de R. Baire sur les fonctions de classe
un a été démontré par H. Lebesgue'¥’) d'une fagon différente.

La méthode est calquée sur celle qui permetbrait de fonder la
théorie des fonctions continues sur la définition de la continuité dans

146) Il ¢'agit de convergence uniforme simple. Cf. R. Baire, Legons sur
les fonections discontinues, Paris 1805, p. 111.*

147) ,Note II dans E. Borel, Legons sur les fonctions de variables réelles,
Paris 1905, p. 149 et suiv.”
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un intervalle et non, comme on le fait d’habitude, sur la définition
de la continuité en un point™).

On définit d’abord une fonction f de classe un & & prés. Clest
une fonction telle qu'il existe une fonction @ de classe un vérifiant,
dans tout lintervalle od f est définie, I'inégalité

F—9i>e
La fonction f est dite de classe un & & prés en tout point intérieur
a Pintervalle.

On démontre alors que si f est de classe un a & prés en tout
point d'un intervalle, elle est de classe un & & prés dans I'intervalle.

On en déduit que I'ensemble E des points en lesquels une fonction
n'est pas de classe un & & prés est un ensemble parfait. Enfin en
ancun point de E la fonction f définie sur E n’est de classe un & & prés.

De la résulte le théortme de R. Baire.

Dans la méme note, 4. Lebesgue'®®) donne une autre forme des
conditions que doit remplir une fonction pour &tre de classe un:

11 faut et il suffit pour cela que, quel que soit le nombre positif
s, Dintervalle ot T'on considére f soit la somme d’une infinité dénom-
brable d’ensembles fermés sur chacun desquels f soit continue & & prés.

Ces théoremes s'étendent au cas de n variables.

L’étude générale des fonctions des différentes classes a été commen-
¢ée par R. Baire. Mais avant d’aborder toute étude de ce genre il convient
de se poser la question de L'existence de fonctions des différentes classes.

Les fonctions continues sont classiques. Onr connait également
de trées nombreux exemples de fonctions limites de fonctions continues
sans étre continues elles-mémes: les séries trigonométriques permettent
d'en construire de trds simples.

Lexistence de fonctions de classe supérieure & un résulte de
Texistence de fonctions totalement discontinues. Il en est par exemple
ainsi de la fonction égale & zéro pour toutes les valeurs rationnelles de
la variable et & un pour toutes les valeurs irrationnelles. R.Baire's)
démontre que cette fonction est effectivement de classe deuz.

E. Borel™) a démontré qu'on peut définir une fonetion dont la

classe soit supérieure 2 un nombre donné i I'avance et quelconque.

148) ,On peut adopter, par le, comme définition de la inuité dans
un intervalle la propriété dite de la continuité uniforme, ou la possibilité de la
représentation par une série uniformément convergente de polynomes*

149) ,Note II dans E. Borel, Legons sur les fonctions de variables réelles,
Paris 1905, p. 154.%

150) ,Legons sur les fonctions discontinues, Paris 1905, p. 126.%

151) ,Legons sur les fonctions de variables réelles, Paris 1906, p. 156.%
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R. Baire a donné quelques généralisations de son théordme en
s'occupant de fonctions qui ne sont définies que pour un ensemble
de valeurs qui peut méme n'étre pas fermé. En soccupant de ces
fonctions, il ne fait d’ailleurs que reprendre l'idée fondamentale de
G. Robin'%?).

G. Robin ne considérait comme nombres que les entiers et les
fractions en distinguant essentiellement les grandeurs des nombres
qui servent & les représenter avec une approximation croissante. Pour
définir une fonction de =, il fait correspondre & un quelconque des
nombres z une suile convergente, et C'est lensemble de ces suites (et
des suites équivalentes) qui comstitue la fonction.

R. Baire'®) étend d’abord son théoréme en supposant la fonction
définie sur un ensemble parfait P. Pour qu'elle soit de classe un
sur P il faut et il suffit qu'elle soit ponetuellement discontinue sur
tout ensemble parfait contenu dans P.

Supposons que f nlexiste que sur un ensemble quelconque P.
Est il possible, et & quelles conditions, d’étendre sa définition de fagon
qu'elle devienne de classe zéro, de classe un, de classe supérieure &
un, sur un ensemble fermé P, contenant P?

Pour que la question puisse étre stendue & une fonction continue
il faut et il suffit qu'en tout point 4 de P, on ait

off, P, 4) = 0.

Pour chercher dans quel cas la fonction peut étre étendue & une
fonction de classe un, il faut commencer par étendre la notion de
fonction ponctuellement discontinue.

Soit H un ensemble parfait, la fonction f w'étant définie qu'en
certains points de H dont I'ensemble est P. On pourra définir une
oscillation de / en un point 4 de H,,

o(f, H 4)

en n'utilisant que les points de P. La fonction sera ponctuellement
discontinue sur H si Iensemble des points ot

o(f, , 4) > ¢
est non dense dans H quel que soit le nombre positif 6.

Ceci posé, pour que la fonction f incomplétement définie puisse
gtre étendue & une fonction de classe un, il faut et il suffit qu'elle

152) ,(Envres scientifiques publ, par I.. Raffy, Théorie nouvelle des fonctions
fondée wniquement sur I'idée de nombre, Paris 1908, p. 47.%
163) ,Acta math. 30 (1908), p. 15.*
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soit ponctuellement discontinue sur tout ensemble parfait contenu dans
Tensemble od on a l'intention de définir la nouvelle fonetion.

Pour I'étude des fonctions de classe supérieure & un, R. Baire™s)
remplace les notions d’ensembles de points et de points limites par
deux notions un peu différentes qui vont nous donner de nouvelles
généralisations.

Les ensembles de points sont remplacés par les ensembles de
suites d'entiers qu’il appelle espace a zéro dimension.

Un élément de I'ensemble est nne suite

(ay, @3, ooy @y oo )

ot chaque lettre est l'un des entiers positifs 1, 2,..., 2%, ..... Clest
cet élément qui joue le role joué habituellement par le point.
L’ensemble de toutes les suites dentiers est I'ensemble fondamental.
La définition du point-limite est remplacée par la suivante:
On dit que U'élément

Ay = 1(81)s; (@)os - - -y @y -+ - - ]
est limite de I'élément variable

4, =[(a,),, (“a)p; PR ) T 1
si, quel que soit », on peut trouver un entier & tel que, pour les
valeurs de p supérieures & A, on ait

(@), =(a)y pour i=1,2,.. n

Les définitions d’ensemble fermé, parfait, demse en lui-méme,
d’éléments-suites, s’étendent immédiatement. Et il est également pos-
sible de démontrer qu'un ensemble fermé de suites est, #'il n'est pas
dénombrable, la somme dun ensemble dénombrable et d'un ensemble
parfait.

R. Baire™) étudie alors les fonctions £ définies sur un ensemble
fermé P de suites.

On dira que f est continue pour 'slément 4 de P si,

Ay Ay A,

2

étant une suite quelconque d’éléments de P ayant A pour limite, les

nombres
Flda)y F(4s)y s () -
ont pour limite f(4).
On étend de la méme fagon la définition d’'une série uniformé-

154) ,Acta math. 32 (1909), p. 98 et suiv.”
155) Id. p. 117 et suiv.*
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ment convergente sur P, d’une fonction de classe quelconque sur P,
de méme que les notions de maximé et de minimé en un point,
doseillation, de semi-continuité, de discontinuités ponctuelle et totale.
Et le théoreme fondamental sur les fonctions de classe un s'étend en
conservant le méme énoncé.

D'antre part, R. Baire montre que la condition nécessaire et
suffigante pour qu'une fonction, définie sur un ensemble parfait P,
soit de classe < « est que, quel que soit & >0, elle differe de moins
de & d’une fonetion de classe «*

23. ,Les applications & la théorie des fonetions de variables
complexes. Pour les fonctions de variables complexes, et notamment
les fonctions analytiques aun sems de K. Weierstrass, aucun progres
naurait été possible sans la classification donnée par G. Camfor des
ensembles fermés 3 deux dimensions. Awussi, la théorie des ensembles
était & peine née que de nombreux travaux sur les fonetions de variable
complexe prenaient sur elle leur appui.

On peut citer surtout les travaux de M. G, Mittag Lejfler') sur les
développements des fonctions analytiques, ceux de P. Painlevé™) sur
les lignes singulitres odt la définition eantorienne de la ligne est utilisée
pour la premitre fois; ceux de F. Borel ™) sur le prolongement ana-
lytique généralisé; plus récemment ceux de P. Montel ™) sur les séries
de fonctions analytiques et de L. Zorefti*®) sur I'allure d’une fonction
au voisinage de certaines singularités, enfin cenx de P. Painlen¢™),
P. Boutrouz®®), L. Zoretti'®®) sur les fonctions plurivoques®*)

Dans ces différents travaux, le réle important est joué par la classi-
fication des ensembles fermés, les propriétés générales [n°® 10 et suiv.]
et par quelques théorémes un peu spécianx étudiés au numéro 15.

La notion de mesure qui paraissait au début ne pas intervenir dans

156) ,Acta math. 4 (1881), p. 1/79.*

157) ,Ann. Fac. sc. Toulouse (1) 2 (1888), mém. n® 2.*

158) ,Ann. Ec. Norm. (3) 12 (1895), p. 9/65; voir aussi Legons sur la théorie
des fonctions, Paris 1893, p. 80.*

159) ,Ann. Ee. Norm. (3) 24 (1907), p. 307.*

160) ,J. math. pures appl. (6) 1 (1905), p. 1/51; Legons sur le prolongement
analyt.”?), p. 69 et suiv.*

161) ,C. R. Acad. se. Paris 131 (1900), p. 489/92; Legoms sur la théorie
analytique des équations différentielles (professées en 1895 & Stockholm), litho-
graphides, Paris 1897; Notice””), Paris 1900.*

162) ,Ann. Ec. Norm. (3) 25 (1908), p. 325.*

163) ,Lecons sur le prolongement analyt.’®), p. 29, 98.%

164) ,Les auteurs cités disent toujours multiforme mais le mot plurivoque
est celui qui est adopté dans l'édition frangaise de 1'Encyclopédie”

24, Les applications i la géométrie de situstion. 167

ces questions commence & y jouer un réle. Il en sera sans doute de
méme de certaines définitions qu'on peut donner rappelant un peu
celle de la mesure, comme la définition de la sinuosité. Ces travaux
sont trop récents et trop peu coordonnés encore pour quil y ait
lieu d'y insister?®).*

24. ,Les applications & la géométrie de gituation. Quand fut
donné le premier exemple dune courbe de Peano, ,les géometres, dit
A. Schoenflies'®), sentirent vaciller le sol sur lequel reposait leur doe-
trine®. 11 n'est pas douteux en effet que les raisonnements de con-
tinuité un peu vagues dont on se contentait souvent, les notions méme
de courbe, de surface que l'on utilisait devenaient insuffisants devant
la révélation de telles possibilités. Or ces notions et les théoremes
d'Analysis situs [I11 6] sont fréquemment employés en Analyse; ils sont
4 la base de la théorie des fonctions de A. L. Cauchy et de B. Rie-
mann; il est donc indispensable de reprendre ces théories en s'appuyant
sur la théorie des ensembles [of. 1112 et III 6]

L’Analysis situs est pour A. Schoenflies I'étude des propriétés des
figures (ou des ensembles de points) qui se conservent par toutes les
transformations biunivoques et bicontinues.

Le nombre des dimensions d'un espace jouit, par exemple, d'une
telle propriété. Clest 1a un théoreme capital qui a été étudié au n° 17.
On a vu quil Wen serait pas ainsi si I'on imposait aux transformations
la propriété d'étre simplement continues dans un sems, sans que la
transformation inverse le soit.

A. Schoenflics donne, comme autres propriétés invariantes, la notion
du point limite et celle de la connexité.

Le théoreme de Jordan, qui joue dans cette étude un role capital,
et sa réciproque étudide par A. Schoenflies et L. Zoretti [n°* 12, 13]
permettent de démonirer que la condition nécessaire et suffisante pour
quun ensemble soit image (au sens de R. Baire, of. n° 17) d'une
circonférence est que cet ensemble soit une courbe simple fermée,
Cest-i-dire une courbe de Jordan fermée dont tous les points soient
accessibles de tous cdtés. La propriété pour une courhe d'étre une
courbe simple est donc invariante aussi. Cette courbe limite un do-
maine dont I'image est également le domaine intérieur & une autre
courbe simple, image de la premiére.

165) ,Voir par.ex. 4. Denjoy, C. K. Acad. sc. Paris 150 (1910), p. 596/8;
L. Zovetti, id. 150 (1910), p. 162/4.%

166) ,A. Schoenflies>®), Jahresb. deutsch. Math.-Ver., Erginzungsband 2
(19088, p. 149.7
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Les généralisations.

25, Les ensembles de droites. A coté des ensembles de points on
a cherché & étudier d’autres catégories d’ensembles concrets, en s'inspirant
des notions principales développées ci-dessus. (Vest ainsi par exemple
que E. Borel ") signale lintérét qu'il y aurait & étudier les ensembles de
droites ou de plans, 11 définit la droite limite d'une infinité de droites an
moyen de deux points limites, on de méme le plan limite d’une infinité
de plans. On peut alors parler d’ensemble dérivé d’'un ensemble de
droites ou de plans, d’ensemble fermé, parfait, ete. Un ensemble borné
est un ensemble dont toutes les droites coupent une sphire fixe.

J. Hadamard ™) avait signalé déja les applieations que la théorie
des ensembles pouvait recevoir par des généralisations convenables;
G. Aseoli'®) avait de méme étudié les ensembles de courbes*

26. ,Le calcul fonetionnel. /. Frechet'™) s'est proposé de géné-
raliser tous ces essais. Au lien de s'attacher & une catégorie d’en-
sembles d'une nature déterminde, il se propose d’Gtablir les propriétés
générales sans spécifier cette mature.

Soit 2/ un élément d'un ensemble (E), V(F) un nombre corres-
pondant & E d'une fagon déterminée, on appellera opération fonctionnelle
ou plus simplement fonctionnelle univoque dans E cette correspondance
b caleul fonctionnel V'étude de ces opérations.

Si I'on remarque gue, quelle que soit la nature des ensembles
étudiés antérieurement, la définilion de I'dlément limite ¥ joue toujours
un role essentiel, il sera naturel de se borner i des ensembles jouissant
des deux propriétés suivantes:

1°) on sait distinguer si deux é&léments de 'ensemble sont ou
non identiques;

2°) on sait reconnaitre si une suite d’dléments a ou non un &lé-
ment limite ou plusieurs.

Quant & la définition générale de V’élément limite d'ume suite
infinie d'éléments, les seules restrictions qu'on Iui impose sont:

1°) 8i dans la suite infinie tous les éléments sont identiques, il
¥ & un élément limite, savoir 1'élément donné;

2°) 8i l'on extrait d'une suite d'éléments une autre suite formée
d’éléments pris dans le méme ordre, la nouvelle limite est une portion
de Vancienne.

167) ,Bull. Soc. math. France 31 (1903), p. 272/5.%

168) ,Verh. des ersten intern. Math.-Kongr. Ziirich 1897, publ. par F. Rudio,
Leipzig 1898, p. 201.*

169) (Atti R. Accad. Lincei Memorie mat. (3) 18 (1883), p. 521/86.%

170) ,Rend. Circ. mat. Palermo 92 (1906), p. 1/74.%

26, Le calcul fonctionnel, 169

On peut alors étendre les définitions et les propriétés essentielles
de la théorie des emsembles aux ensembles abstraits. Notons seule-
ment les deux définitions suivantes:

Un ensemble est compact s'il se compose d’un nombre fini d'¢lé-
ments, ou encore si toute infinité de ses éléments donne lieu au moins
4 un ¢lément limite (appartenant ou non & I'ensemble). Un ensemble
compact fermé est un ensemble extrémal.

Si l'on se bornait aux propriétés ci-dessus mentionnées de I'élément
limite, on aboutirait & cette conséquence que les dérivés ne seraient
pas toujours fermés. Pour éviter cet inconvénient on considérera unique-
ment les ensembles (E) jouissant des propriétés suivantes: a deux élé-
ments 4 et B de l'ensemble on peut faire correspondre un nombre

4, B)= (B, 4) 20
qui soit nul dans le seul cas ot 4 et I3 sont confondus, et tel que les
deux inégalités simultandes

(4,B)<e, (4,0)<¢

(B, O) < f(x),

ot f est une fonetion infiniment petite de ¢ indépendante de 4, B, C.
Ce nombre (4, B) est le voisinage de 4 et de B. Dire qu'une suite
d'éléments Ay, Ay, ..., A4, ..... tend vers l'élément 4, ce sera alors
dire par définition que le voisinage (A4,, A4) tend vers zéro.

On peut moyennant ces définitions donner aux énoncés des théo-
rémes vus dans les chapitres précédents une forme plus générale, les
énoncés obtenus se réduisant naturellement aux énoncés classiques
quand les éléments de l'ensemble sont des points et quand le mot
voisinage est remplacé par ce qu'on a appelé Pécart ou encore par la
distance de deux points,

En vue des applications, M. Frichet introduit encore une notion
nouvelle, celle d'dcar! qui est une restriction de celle de voisinage.
On supposera que le voisinage est d'une nature telle que

(4, B < (4,0 +(8,0)
et I'on ne raisonnera que pour les ensembles pour lesquels il est pos-
sible de définir ainsi un écart.

entrainent I'inégalité

Nous laissons ici de coté les applications aux suites de fonctions
continues ou holomorphes. Pour nous borner aux applications dans
la théorie des ensembles de points, indiquons la conception d’ensemble
dans un espace i une infinité dénombrable de dimensions G, Elle

171) (M. Fréchet, Nouv. Ann. math. (4) 8 (1908), p. 97/116, 289/317.7
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permet dans certaines questions dintroduire une fagon de parler
commode. Il suffit de donner une définition de I'écart de deux points
z de coordonnées x,, &y, ..., Ly oe -

et z” de coordonnées 2,y .. ., L,y ... H
on posera

n=te

’ 1 T, — 1,
() :,,Z:"! 14 ’”w,,—"a;:‘l
1l est alors facile d’appliquer les théorémes généraux & cet exemple
particulier. Il y a évidemment un certain arbitraire dans la définition
de lécart dans ce cas; limportant est qu'elle soit possible.

Une autre coneeption de lespace & une infinité de dimensions
est due & D). Hilbert'™) et F. Riesz'™). On écarte les points z pour
lesquels la série

z‘?+_1;2?+...+x”3+ .....
west pas convergente et on adopte comme définition de T'écart
(o ) =V
Les théoremes de M. Frcchet sont encore applicables.

Une autre application qui doit &tre signalée est relative aux en-
sembles de courbes, La définition de écart est la suivante:

Soient deux courbes continues ¢ et C ayant respectivement pour

équations .
a=f6), y=yg;
z=F(t), y=G{);
ou peut toujours supposer que le paramétre ¢ varie entre O et 1.
Mais la méme courbe, C par exemple, peut &tre obtenue par une
infinité d’autres couples de fonctions continues [ et g.
Formons le nombre
a@y =VIf) — FOP + g0 — GOF;
quand ¢ varie de 0 & 1, d(f) 2 un maximé d. On appellera deart
1a limite inférieure de tous ces maximés d guand on prend pour
@, g@t), I'@®), 6()
toutes les fonctions possibles de ™)

172) ,Rend. Cire. mat. Palermo 27 (1909), p. 59/74-*

178) ,C. R. Acad. se. Paris 143 (1906), p. 738,41.%

174) ,Notons que des fonctions d'une infinité de variables avaient ¢té étudiées
par J. Le Roux [Nouv. Ann. math. (4) 4 (1904), p. 448/58] et les ensembles de
courbes par C. Arzela [Atti R. Accad. Lincei Rendic. (4) 5 1 (1889), p. 343/8;
Memorie Ist. Bologna (5) 5 (189576}, p. 225/44] et par (. Ascoli [Atti R. Accad. Lincei
BMemoric mat. (3) 18 (1383), p. 521/86; Reale Ist. Lombardo Rendic. (2) 21 (1888),
Pp. 226/39, 257/65, 294/300).*

x
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Intégration et dérivation.
Exposé par P. MONTEL (PARIS).

Intégrale définie des fonctions bornées d'une variable.

27. ,Intégrale de Cauchy. Soit /() une fonction de la variable
réelle x définie dans un intervalle (a, b) et bornée dans cet intervalle:
il existe alors un nombre M tel que |f(z)| soit inférieur & M pour
toute valeur z prise dans (a, b).

Supposons f(z) continue dans (a, b); divisons cet intervalle en
intervalles partiels a Y'aide de la suite ao, a, dg, ..., @,_y, G, OR
a, =@, a,=>5, et formons la somme

8 = (a,— ap)f(®) + (@ — a)f(w) + -+ + (.~ a,_)f(z,),
dans laquelle z; est un nombre appartenant & lintervalle (@,_1, @),
extrémités comprises. Lorsque le nombre des points de division aug-
mente indéfiniment de manitre que le maximé de |a, — a,_,| ait pour
limite zéro, le nombre S a une limite qu'on appelle lintégrale définie
de la fonetion f(z) dans lintervalle (a, b) et qu'on note

'ff(x)dz.

Ce nombre vérifie les égalités suivantes:

Jt@ iz + [f@)ds =0,

ﬁ(x)da: —h[if(z)d:c +J;(z)dm =0

et les inégalités

L étant la borne supérieure et ! la bome inférieure de f(z) dans
lintervalle (@, b). On déduit de la

Sf@dz = (b — a)f(e),

« étant un nombre de lintervalle (a, b). L'intégrale ainsi définie est
Vintégrale de Cauchy

28. ,Intégrale de Riemann. Rappelons d’abord quelques définitions
relatives aux fonctions de variables réelles. Supposons f(#) définie et
bornée dans Iintervalle (a,b); dans chaque intervalle d contenu dans (e, b)
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f(2) a une borne supérienre L et une borne inférieure I; la différence
L—l=o

est Loscillation de la fonction dans lintervalle 4.

Soit 4 un point de lintervalle (g, b) et soit 4,, Oy oy Oy 0 o
une suite infinie d’intervalles, dont chacun est contenu dans le pré-
cédent et contient A et dont les extrémités ont pour limite 4 quand ¢
croit indéfiniment: les bornes supérieure et inférieure L, I, dans Iinter-
valle d; et Toscillation @, = L, — I; ont pour limites, quelle que soit la
suite d;, lorsque ¢ croit indéfiniment, les nombres I, 1, © vérifiant T'égalité

L—1=uw;

L est le mazimé, 1 le minimé, o Voscillation de la fonetion [(z) an
point AY). 8i @ =10 Ia fonction est continue en A et réeiproquement.

3i la fonetion f(z), au lien d'étre définie dans un intervalle
(@, b), est définie senlement pour les valeurs d’un ensemble E contenu
dans cet intervalle, les mémes définitions s'appliqueront & tout point
4 de l'ensemble £’ dérivé de E (en particulier & tout point de E,
si E est parfait). II suffira, dans l'intervalle d;, de considérer les
bornes supérieure et inférieure L, ot I, de f(#) pour I'ensemble des
points de E contenus dans ;. Si au point 4 loscillation est nuile, la
fonction est continue sur Pensemble E au point 4 et réciproquement.

Supposons maintenant que les intervalles 0; aient fous leur ex-
trémité gauche confondue avec le point 4. On définira le maximé
@ droite Ly, le minimé & droite 1,, Voscillation & droite 0;=L;—1,
de la fonetion au point A4, en prenant les limites, lorsque % croit in-
définiment, des nombres I, et I, borne supérieure et borne inférieure
de f(z) dans le segment d;, le point A supposé exciu.

Si

L,=1,

eb si l'on appelle x Iabscisse de 4, la fonction flz+2k), o h>0, a
une limite f(z + 0) quand % tend vers 0. Si f@+0)=f(x) la fonction
est continue & droite.

On définit de méme le maximé L,, le minimé 7, et V'oscillation &
gauche o .

Lorsque

0;=0,=0

les nombres f(z + 0), f(x — 0) existent, la discontinuité est ordinaire

175) ,Ces définitions sont dues & R. Baire [Ann. mat. pura appl. (3) 3
(1899), p. 4; Logons sur les fonctions discontinues, Paris 1905, p. 70]. Voir aussi
mi, 7.4
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ou de premiére espice, le saut de la fonction en z est la valeur absolue
de la différence
f@+0)— f(z — 0).

Dans les autres cas la discontinuité est o oscillations ou de seconde
espéce 16,

H. Lebesgue™) définit Yoseillation moyenne d'une fonetion bornde
dans un intervalle (a, b). Divisons cet intervalle en % intervalles par-
tiels & Paide des points de division gy Gyy Ayy - oy By, @, OL Gy = q,

b, = b, et calculons )
, @
L= —a Z(a't —a;_;)a;

lorsque le nombre des points de division augmente indéfiniment de
maniére que le maximé de |a, —a,_,| ait pour limite 0, le nombre
& a pour limite un nombre déterminé qui est loseillation moyenne
de f(z) dans Uintervalle (a, b).

Reprenons la somme S

8 =2((1, - a(—x)f(‘zi);

les points de division étant fixés, les nombres S ont des limites
d'indétermination S et S

i=n
5 =21; L(a; ~ a;_,),

8= (@, a,_,).
i=1

Lorsque le nombre des points de division augmente indéfiniment
et que le maximé de @, —a,_,| tend en méme temps vers zéro, les
nombres S et S ont des limites. Si ces limites sont égales, on dit que
la fonction est intdyralle; dans ce cas, toutes les sommes S ont tou-
jours cette méme limite, que 'on représente encore par le symbole

u/ f(ﬂ dz.

Pour qu'une fonction bornée soit intégrable, il faut ot il suffit que l'on
puisse diviser Vintervalle (a, b) en intervalles partiels tels que la somme
de ceux dans losquels Loscillation de la fonction est supériewre d & po-

176) ,Of. 111, 14.*

177) ,Legons sur I'intégration 4%), p.22. Voir aussi G. Robin, (Bavres scienti-
fiques *%) 1, p. 47; C. Jordan, Cours d’Analyse, (2¢ éd) 1, Paris 1893, p. 36.*
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sitif arbitraire soit aussi petite qu'on le veut. Cette condition est due
4 B. Riemann'™).
On peut mettre cette condition sous mne autre forme qui fait
ressortir la distribution des points de discontinuité de la fonction en
introduisant la notion de groupe intdyrable: on appelle ainsi un ensemble
de points d'un segment tels qu'on puisse les enfermer dans un nombre
fini dintervalles dont la somme des longueurs soit aussi petite que 'on
veut. On a ainsi un ensemble dont l'étendue extérieure est mulle'™).
Cette définition admise, Iénoncé est le suivant: powr qwune fonction
bornde soit intégrable, il fant et il suffit que Vensemble des points en lesquels
Voscillation est supcricure & & positif arbitraire, soit un groupe intégrable.
H. Lebesgue a donné d'autres formes de ces conditions en utilisant la
notion doseillation moyenne et sa définition de la mesure d’'un ensemble.
Si Von remarque que

§—8 =2(ai —a_y)oy,
=1

on en déduit facilement que pour qu'une fonction bornée soit intégrable,
il faut et i suffit que son oscillation moyenne soit nulle.

Introduisons maintenant la définition d'un ensemble de mesure
nulle: cest un ensemble dont les points peuvent étre enfermés dans
un nombre fini ou une infinité dénombrable de segments dont la
gomme des longueurs est aussi petite que l'on veut'®).

On obtient alors la proposition suivante'®!): pour qu'une fonction
bornée soit intdgrable, il faut et il suffit que ses points de discontinuité
forment un ensemble de mesure nulle's*).

178) ,Uber die Darstellbarkeit einer Funktion durch eine trigonometrische
Reihe (Habilitationsschrift, Gottingne 1854, § 5; Abh. Ges. Gott. 13 (1868/7),
éd. 1868, math. p. 104; Werke, (2° éd.) publ. par H. Weber, Leipzig 1892, p. 2413
trad. L. Laugel, Paris 1898, p. 241.%

179) ,Exemples: un nombre fini de points, un ensemble réductible, un en-
semble parfait de mesure nulle, obtenu en retranchant du segment, (a, b) les points
intérieurs 4 une infinité dénombrable de segments intérieurs (e, b) sans point
commun deux & deux et dont la somme des longuenrs est égale & celle de (a, b}.

La notion de groupe intégrable est due i P.du Bois-Reymond, Die all-
gemeine Funktionentheorie 1, Tubingue 1882, p. 189; trad. G. Milhaud et A. Girod,
Nice 1887, p. 153.*

180) ,Par exemple, un nombre fini de points, une infinité dénombrable de
points, un groupe intégrable, forment des ensembles de mesure nulle: la somme
d'un nombre fini ou d'une infinité dénombrable d'ensembles de mesure nulle est
un ensemble de mesure nulle.*

181) ,Voir & ce sujet G. Vitali, Reale Ist. Lombardo Rendic. (2) 37 (1904),
p. 69/73.*

182) , Exemples: soit (x) la différence entre 2 et Uentier le plus voisin et
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L'intégrale de Riemann vérifie les égalités et inégalités suivantes:
g -
St@adz + [f@)dz <0,
a b

b c a
JF@)dz + [F@)de + [F@)dz =0,

b
L
1<y <L,

les lettres ayant les mimes significations que dans les égalités et
inégalités correspondantes relatives & Tintégrale de Cauchy. De la
derniére on ne peut conclure que lintégrale est égale &

(b — a)f(),
car la fonetion f(z), n'étant pas continue, ne prend pas nécessairement
toutes les valeurs comprises entre I et L.

Ajoutons les propriétés suivantes:

La somme de deus fonctions intégrables est une fonction intégrable
et Vintdgrale de la somme est la somme des ntégrales.

La somme dune série uniformément convergente de fonctions inte-
grables est une fonction intégradle, et Pintdgrale de la somme est la
somme des intégrales des termes.

Le produit et le quotient supposé bornd de deux fonctions intégrables
est une fonction intégrable.

posons (x) =0, si £=p + 4, p étant entier. La fonction

"2‘ Sn)
n,
fley=_2 "+
A=l
est continue sauf pour m:z—pg_blz en un point dont l'abscisse a une telle

valeur, 2q ¢t 2p + 1 étant supposés des entiers premiers entre eux, la fonction &
s

une discontinnité de premidre espéce et la valeur du saut est ;i- B. Riemann

donne cette fonetion comme exemple de fonction intégrable.

Soit encore F un eusemble parfait non dense, de mesure nulle, plucé sur
le segment (a, b, la fonction @(z) égale & 1 pour les points de K et 2 0 powr
les autres points est intégrable.

Dans ces exemples, les points de di ité forment un ble non dense,
mais l'ensemble de ces pointe peut étre partout dense: il suffit de prendre la fonction

n=to
1 x
() 52": L4 (;) 4
n=1
la fonction @(x) étant défnie, en debors de Yintervalle (0, 1) par la condition
pla-+1)=g@"
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8i f est intégrable, /7 est intégrable quand cette fonetion a un
sens; si f est positive et intégrable et g intégrable, [£(2)]*® est intégrable.

Ces transformations rentrent dans Topération générale f(¢), f et
@ 6tant intégrables.

H. Lebesgue'™) fait remarquer que f{gp) n'est pas toujours inté-
grable et donne I'exemple suivant:

Soit f(2) = 1 si » est différent de O et £(0) =0; et soit @(2) =0

pour & irrationnel et ¢ (;i) =% (% irréductible). La fonction f(g)

est alors égale & O pour & rationnel et & 1 pour & irrationnel, c'est la
fonction y(z) de . Lejeune Dirichlet qu'on peut représenter par lex-
Ppression analytique '#)
2(2) = lim [Tim (cos m! zwa)*"7;
M=o n=+ J
toutes les valeurs de 2 sont des points de discontinuité, done cette
fonction n'est pas intégrabless)*

2_9. JIntégrales par défaut et par excés de Darboux. Les nom-
bres § et S définis pour une fonction bornée dans Pintervalle (a, b) ont
chacun une limite, indépendante des modes de division, lorsque le nombre
des points de division augmente indéfiniment et que le maximé de
|a;— a,_, | tend vers O.

b I
Ji@ia Jfwyaz
s'appellent Vintdgrale par exeés et Vintdgrale par défaut de f(z) dans Uinter-
valle (4, b). Elles ont été définies rigoureusement par G. Darboux ).
On a les propriétés suivantes des intégrales par excés:

b < -
‘/;”(z)d.z -h/f(x)dﬁ =0,
3 b
P
JH@de + ff@)az + [fizis o,
a & c

b - . b B 3
Jif@) + ¢ @)]ds < [f@dx +[p@ids, sib—a>0

183) ,Legons sur l'intégration 4, p. 30.*

184) ,Cette expression est due & A. Pringsheim [cf. 111, 8 note 53}.*

185) ,Une fonction peut étre intégrable sans otre représentable analytique-
ment. H. Lebesyue a pu nommer des ensembles mesurables de mesure nulle,
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et les propriétés correspondantes pour les intégrales par défaut. On
a aussi

Jf(x) dz —-};‘(x)dz = (b —a)a,

@ étant Poscillation moyenne de f(x) dans (g, b). Ces deux intégrales
sont la plus grande et la plus petite des limites des sommes 85
dailleurs tout nombre compris entre ces deux limites est effectivement
une limite d'une suite de sommes §7).*

30.  Intégrale de Lebesgue. Dans le calcul des sommes S, on
subdivise lintervalle (s, b) en intervalles partiels et dans chaque
intervalle (a,_;, a,) on prend une valeur f(z;) de la fonction; ces
valeurs f(x,) peuvent é&tre peu différentes ou tres différentes, suivant
la valeur de l'oscillation de f(x) dans cet intervalle; on peut ainsi
rapprocher des valeurs de f(x) dont la différence a une valeur absolue
qui ne peut descendre au dessous d'une certaine limite.

Le principe de la méthode de H. Lebesgue consiste & subdiviser
Vintervalle de variation (L, 1) des valeurs de la fonction en intervalles
partiels par des valeurs intermédiaires

=1ty byl .y bty b=

et & considérer l'ensemble des valeurs de z pour lesquelles f(x) est
comprise entre /,_, et I, ou égale & lune de ces deux limites. La
mesure de I'un de ces ensembles jouera le role de la longueur des
intervalles partiels dans l'intégrale de B. Riemann. On rapproche ainsi
des valeurs voisines de f(#). Lorsque f(z) est non décroissante ou
non croissante, c'est-d-dive monotone, les deux procédés sont identiques.

H. Lebesgue, prenant comme base certaines propriétés fondamen-
tales de l'intégrale de B. Riemann s'est proposé de définir pour chaque
fonction bornde dans (4, b) un nombre possédant ces propriétés. 1l a
montré que le probleme est possible d’une seule manidre et il a indiqué
les opérations & effectuer pour obtenir le nombre cherché: en dautres
termes, il est passé d’'une définition descriptive d’un nombre & la défi-
nition constructive de ce méme nombre.

qui ne sont pas mesurables par la méthode de E. Borel. Uno fonction borndc
égale 4 1 en tous les points d'un de ces ensembles et nulle en tous les autres
points est intégrable, mais ne peut &tre représentée analytiquement [voir 7. Le-
besgue, J. math. pures appl. (6) 1 (1905), p. 216}.*

186) ,G. Darboux, Ann. Ke. Norm, (2) 4 (1875), p. 64.*

187) ,H. Lebesgue, Leyons sur intégration®), p. 35.*
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Les propriétés choisies pour la définition de Pintégrale sont les
suivantes:
1°) Quels que soient a, b, b, on a
b+ h

./;(x) dz = [z — kdz.
2°) Quels que cotont @, 3, ¢ e
;[;b’(a:)dr +j;‘(z)dm +;f}”(.z)dx =0.
) ona . b
;/'[f(x) + p(z)}da =;/}"(z)dx +;/Zp(x)dz.

4°) Si f(#) >0, b>a, on s

13
[@de=o0.
5°) On a :
1
fi><ds=1.
¥

69) Si la suite croissante f,(z) tend vers f(z), Vintégrale do f,(z)
tend vers intégrale de f(2)).

Le probleme & résoudre est alors (attacher a chaque fonction
bornée f(#) un nombre fini

b
@z,

que l'on appellera Vintégrale de f(x) dans (a, b) et qui satisfera aux
conditions 1, 2, 3, 4, b et 6'%).
H. Lebesgue définit d’abord les fonctions mesurables: une fonction

188) ,Les cinq premitres conditions sont indépendantes: on me sait pas s
Jes six conditions le sont. H. Lebesgue [These, Paris 1902; Ann. mat, pure
appl. (3) 7 (1902), p. 231/369] donne la définition constructive de son intégrale et
montre gu'elle satisfait & un certain nombre de conditions qui la rendent légi-
time eb naturelle. Lu définition descriptive se trouve dams H. Lebesgue, Legons
sur 'intégration ‘%), p. 98.*

189) Il y & aussi intérét & ce que cette intégrale coincide avec celle de
B. Riemann lorsque la fonction f(x) est intégrable; or on déduit des conditions
énoncées que le nombre cherché doit &tre nécessairement compris entre l'inté-
grale par défaut et I'intégrale par excés de (. Darboux, done il coincide avec
chacune d'elles, clest-i-dire avec lintégrale de B. Riemann, lorsqu'elles sont
égales.*

80. Intégrale de Lebesgue. 179

bornée ou non bornée est dite mesurable si, quels que soient « et f,
Tensemble E[a<f(x)<p) est mesurable.
On désigne par

Ele<f(z)<p}
Pensemble des points de (a, b) pour lesquels f(x) est comprise entre
t
“ o Pt (Bl < (@) < B1)

1a mesure de cet ensemble.
11 résulte de cette définition que l'ensemble
Elf(@) — <]
des valeurs de z pour lesquelles f(z) est égale & « est aussi mesurable,
car ¢'est la limite, pour » infini, de lensemble mesurable E,
1 1
E,=E[a— <f@)<e+ i)

La somme, le produit, les puissances de fonctions mesurables sont
des fonctions mesurables.

La limite dune suite convergente de fonctions mesurables est une
fonction mesurable.

Une constante et la fonction f(x) = z sont mesurables; done tout
polynome est mesurable; done toute fonetion continue est mesurable
puisque, d'aprés un théoreme de K. Weierstrass, une fonction continue
est la limite d'une suite convergente de polynomes. Toute fonetion
limite de fonctions continues est mesurable, donc les fonctions de pre-
mitre classe de R. Baire sont mesurables; on en déduit aussitot que
les fonctions de classe quelconque sont mesurables. On ne sait pas
g'il existe des fonctions non mesurables'®).

Soit 7(«) ume fonction bornée mesurable dans lintervalle (a, b),
olt @ < b; insérons entre sa borne inférieure ! et sa borne supérieure L
dans (a, b) des valeurs intermédiaires croissantes

t=1, by lay ooy =1L
et formons les sommes

i=n

m{ E[L, < f(2) <l

i=

£ Dlm Bl </@) 1)

190) ,8i f(x) est mesurable, on a

(@) = p{2) + ¥ @),
@(x) étant de classe 2 au plus, eb (2) étant égale & zéro sauf pour un enscmble
de valenrs de z de mesure nulle. Voir i ce sujet G. Vitali, Reale Ist. Lom-
bardo Rendic. (2) 38 (1905), p. 599/608.*
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Faisons croitre indéfiniment le nombre des valeurs I, de maniére
que le maximé de I, —_, ait pour limite zéro. Les sommes &
croissent, les sommes X décroissent et la différence X — o tend vers 0.
Done 6 et X ont une limite commune. Cette limite est indépendante
du mode de division de Iintervalle (7, L). Nous lappellerons V'intégrale
de f(z) dans (a, b) et nous la noterons

ﬁ(z)d::.

8i a>b, on pose
b a
'ff(x)dz = —_[}(x)dz.
“ ¥

On véritie que lintégrale ainsi définie satisfait bien aux six con-
ditions imposées.

H. Lebesgue définit aussi P'intégrale d’une fonction bornde prise dans
un ensemble Z. L'intégrale de la fonction f{ () dans T'ensemble E est, par
définition, Vintégrale dans Vintervalle (a, &) contenant E, de la fonec-
tion fi(2) égale & f(z) aux points de E et & zéro aux autres points de
(a,8). 8i un ensemble E est la somme d'un nombre fini on d'une
infinité dénombrable d’ensembles mesurables L, on a

}f;”(a:)dx :;Zj;ﬁ‘(x)df

On appelle sommable toute fonction f («) pour laquelle 'intégrale
de H. Lebesyue existe: toute fonction mesurable bornée est sommable®),
On ne connait pas de fonction bornée non sommable, on ne sait pas
si on peut en nommer une*

31. Définition géométrique de Iintégrale. Soit f(#) une fone-
tion bornée dans Tintervalle (a, b), et soient A le point de coordonnées
[a, (a)], B le point de coordonnées [b, f(®))- Appelons E(f) Tensemble

191) Pour une fonction bornée non mesurable f(z), H. Lebesgue [These,
Paris 1902; Ann. mat. pura appl. (3) 7 (1902), P. 275] définit Lintégrale supérieure
et l'intégrale inférieure. Soit ¢(x) une fonction mesurable, telle que l'on ait
dans (a, b)

P() < Fla).
Les intégrales des fonetions ¢ (x) ont une limite supérieure qui est égale 3 1'inté-
grale de la fonction mesurable bornée ¥(x) définie, pour chaque valeur de z
comme étant égale & la limite supérieure de tous les nombres (). L'intégrale
de (z) dans (a, b) est Vintégrale supéricure do f(x) dans (a, b). Lintégrole in-
féricure est définie d’une maniére analogue.*

81, Définition géométrique de I'intégrale. 181

des points dont les coordonnées vérifient les conditions

e<e<h,  g—o0f@), 0<o<1
et supposons dabord f(x) positive et continue. Alors Pintégrale
définie

ﬁ(x)dx

a pour valeur 'aire du domaine E(f) ou du trapize curviligne a4 Bb,
Taire étant définie par la méthode de C. Jordan. En eflet 5 ot S sont
les nombres qui, si @ <&, servent a définir I'étendue extérieure et
T'étendue intérieure du domaine; ces nombres ont une limite commune
qui est l'aire de ce domaine.

Si f(«) n'est pas toujours positive, Tintégrale représente la somme
des aires des domaines situés au-dessus de Oz diminuée de la somme
des aires de ceux qui sont au-dessous de cet axe. Le contraire a lieu
sl a>b.

Les propriétés précédentes donnent une définition géométrique de
Pintégrale de A. L. Cauchy.

Supposons maintenant que () soit intégrable et que @ soit in-
férieur 2 b. Nous poserons

E(f) = E(f) + E();
E,(f) est lensemble des points de F qui sont au-dessus de Oz, Ey(f)
Pensemble de ceux qui sont au-dessous de cet axe. Cenx qui sont sur
Oz seront placés indifféremment dans L,(f) ou dans E,(f).

Pour que la fonction f(x) soit intégrable, il faut et 4 suffit que les
ensembles E, (f) et Ey(f) soient mesurables par la meéthode de C. Jordan 199),
8i Y'on désigne par e(F) la mesure de P'étendue superficielle de %, on a

13

JF@)dz = o B (1] — e[ B, ()]

i les ensembles F(f) et E,(f) ne sont pas mesurables par la
méthode de C. Jordan, ils admettent une étendue extérieure e, et une
étendue intérieure ¢;. On obtient alors pour les intégrales de G. Dar-
bouz les valeurs

Ji@aiz = e [E() — el B (),

SF@)az = o[ B ()] — e LE().

192) ,D'ailleurs si E, (f) et F, (/) sont mesurables, E(f) l'est aussi, et réci-
proquement.*
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Ce qui précdde fournit une définition géométrique de Pintégrale
de B. Riemann et de celles do G. Darbouz. On obtient des résultats
analogues aux précédents pour les fonctions mesurables, en introdui-
sant la notion de mesure d'un ensemble de H. Lebesgue. Appelons
m(E) la mesure superficielle d'un ensemble borné E. Si la fonction
/(%) est mesurable et bornée, les ensembles E;(f) et Fy(f) sont me-
surables et l'on a

Jr@dz = m[B () = m(E()] s a<b.

Lintégrale de H. Lebesgue est aussi intimement liée & la mesure
linéaire des ensembles de points sur une droite. Envisageons encore

la suite
=1, 117 lyy <oy [y ln=L

dans laquelle aucune des différences §, —7,_, ne dépasse &; soit ¥, ()
une fonction égale & 1 pour les valeurs de z telles que

L) <l

et & 0 pour les autres valeurs; et soit ¥,(z) une fonction égale & 1
pour les valeurs de z telles que

L <fl@) <l
et & zéro pour les autres valeurs. Posons

@@ =k +hv + iV
D)=L T+ L+ LT

la fonction f(z) est alors comprise entre p(z) et @(z), et lintégrale
de p(z), comme celle de @(z), tend uniformément vers Tintégrale de
f(x) lorsque ¢ tend vers zéro. Or on a

l/%p(:t)dx =i§? [ ‘/Ew,.a'z.
a i=0 a

2 b
Le calcul de Jf(z)dx se raméne donc & celui de fwida:.

B a
La fonction %,(x) ne prend que les valeurs O et 1. Soit E
Vensemble des points de Ox pour lesquels ¢;(z) =1; on a

b
Ju)az = m(E),

le signe m, indiquant la mesure linéaire de 'ensemble.”

32. Intégrales de Cauchy et Dirichlet. 183

Intégrale définie des fonetions non bornées.
82. ,Intégrales de Cauchy et Dirichiet. Soit # un nombre de I'inter-
valle (a, b) od la fonetion bornée f(z) admet une intégrale. La fonction

F(a) = ff(@)da+ C,

ol € est une constante arbitraire, est appelée Vintdgrale indéfinic de la
fonction f(#). La fonetion F(z) est continue et Ton a, si « et § sont
deux points quelcongues de {a, b),

$
Jf@dz = F(§)— F(«)

Ce sont ces propriétés de l'intégrale indéfinie qui ont été quel-
quefois utilisées pour la définition de Pintégrale définie d'une fonetion
f(z) bornée ou non.

Soit d’abord une fonction f(z) continue dans (¢, b), od a < b, sauf
au point ¢ (od la fonction peut ne pas étre bornée, ni méme finie).
Si les deux intégrales

€ b
Jfwas,  [f@)dz
ont chacune une limite quand s et & tendent vers 0, 4. L. Cauchy
définit Vintégrale de f(x) daus lintervalle (a, b) comme la somme
de ces limites, on a

b c—& b
[f@)dz =l ff(z)dz + lim [f@)dz.
& =0 F=0
Cela revient & dire que les intégrales indéfinies

x b
'/f'(z)d:c, on z<¢c, et ’/f(x)dcv, ol #>¢
sont continues pour 2 = ¢.

(Cctte définition a 6té étendue par . Lejeune Dirichlet aux fone-
tions f(2) pour lesquelles l'ensemble dérivé de I'ensemble des points
de discontinuité se compose d'un nombre fini de points'®*).

193) ,Par exemple, la fonction

pour laquelle Yensemble dérivé comprend le seul point & = 0. G. Lejeune Dirichlet
n'a pas publié ses résultats: c'est R. Lipschitz [J. reine angew. Math. 63 (1864),
p- 296/308] qui les a fait connaitre.*
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En effet, la définition de A. L. Cauchy s'étend immédiatement au cas
o f(2) a un nombre fini de poiuts de discontinuité dang (a, b). Soit
alors (', b') un intervalle limité par deux points conséeutifs de I'ensemble
dérivé; dans Uintervalle (¢’ + &, b’ — A) il v’y a qu'un nombre fini de
points de discontinuité: on peut done définir lintégrale dans cet inter-
valle; on passe ensuite & (¢, ') en faisant tendre % vers zéro et & (a, by
en ajoutant les intégrales des différents intervalles (1), si elles existent.

H. Lebesgue*) déduit de 1a la définition générale suivante: on dit
que f(z) a une intdgrale dans un intervalle (a, b) s'il existe dans (a, b)
une fonction continue F(x) ef une seule, d une constante additive prés,
telle que Uon ait

1) ) /}'(z)dx = F(8) — F(a)

dans tout intervalle (¢, B) ol f(x) est continue. On a alors

Ji@)de — F) — Fa).

Il montre que pour que cette difinition soit applicable, il faut ef il
suffit que Vensemble des points de discontinuité de la fonetion  soit
réductible et qu'il existe une fonction continue vérifiant Tégalité (1)
dans tout intervalle (e, B) ot f(z) est continue'®).

194) ,Legons sur l'intégration*9), p. 10.* 1
195) , Exemple: Soit x,, ,, ..., x,,..... un ensemble réductible; sin = est

une fonction bornée quel que soit z, ayant le seul point de discontinuité o == 0.
On peut prendre

Pl w=1

1
car f spin—dx a un sens.
. x

I3
Il est facile de voir que F(x) ne saurait dtre unique si l'ensemble des
points de discontinuité n’est pas réductible. Dans ce cag, l'un des dérivés H de
cet ensemble est parfait: cet ensemble est nécessairement non dense dans (a, b),
car l'ensemble formé des points de discontinuité et de leurs points limites ne
peut 2tre dense dans aucun segment de (a, b), sinon F(z) ne serait pas définie
sur ce segment. On obtient done H en retrunchant de (@, b) une iofinité dé-
nombrable d'intervalles 4, , I N Fpr v
Définissons la fonction ¢ (x) par les conditions suivantes: ¢(a) = 0,
PO} =1, g(x)=14 si x est dans 4,; @ (@) = { dans §,, si 8, est entre 0 et &, , et
() =} dans d,, 519, est entre &, et b; d'une manicre générale o (x) a une valeur
constante p(d;) dans lintervalle 8, donnde par Pégalité

o) =1[p(3) + 9 ()],

83. Intégrale de Lebesgue. 185

Ces définitions peuvent &tre étendues & Vintégrale de B. Riemann;
si une fonction f(z) est intégrable dans VYintervalle (« + &, §— &),
sans Vétre dans lintervalle (w, §)*), il peut arriver que l'intégrale

A=k
Jr@ds
x+h
alt une limite lorsque & et A’ tendent vers zéro; on prendra cette
limite comme valeur de l'intégrale

2
J@)dz.

On peut donme énoncer les mémes résultats que plus haut en rem-
plagaut les intervalles («, §) ot f(z) est continue par les intervalles
(e, B) ot f(x) est intégrable.

Supposons maintenant que I'on ait pu définir par le procédé
précédent intégrale de /(x) dans tout intervalle contign d'un en-
semble fermé E:  C. Jordan™") appelle intégrale de f(«) dans (a, b)
la somme des intégrales prises dans les intervalles contigus & E.*

33. ,Intégrale de Lebesgue. Soit f(z) une fonction mesurable
non bornée davs (a, ), o @ < b, ct une suite de nombres croissants

ol byl by o Ly

allant de — o0 a4 4 oo et telle que /,—I,_, < & quel que soit 7.
Formons les deux séries

o = D Lm| B[l < f(z) <1,,,1),

2= DUm{El,_, < f@) <1);

d; et J; étant les intervalles de la euite 4, , 4,, ..., 0, _, qui comprennent d,. On
définit ainsi une fonction continue ¢(z) non constante dans (a, b) et constante
dans tout, intervalle ol f(x) est continue. Done, si une fonction F(x) vérifie
Végalité (1), la fonction F(z)+ @(x) vérifie aussi cette égalité (1). Voir a ce
sujet H. Lebesgue, Legons sur Vintégration *#), p. 13; G. Cantor, Acta math. 4 (1884),
- 38192, A. Harnack, Math. Ann. 24 (1884), p. 217; L. Scheeffer, Acta math. 5
(1884/5), p. 183/94.*

196) ,Ce qui ne pent avoir lieu que si f n'est pas bornée dans (w, f).*

197) ,Cours d’Analyse, (2° éd.) 2, Paris 1894, p. 49/50. Voir pour ces questions
A. Harnack [Math. Ann. 23 (1884), p. 244; 24 (1884), p. 217}, O. Hilder [Math.
Ann. 24 (1884), p. 181), E. H. Moore [Trans. Amer. math. Soc. 2 (1901), p. 296/330,
458/75]; 0. Stals [Sitegsb. Akad. Wien 107 LI* (1898), p.207/24], Ch. J. de La
Vallde-Poussin [J. math, pures appl. (4) 8 (1892), p. 421/67] et C. Severini [Concetto
d'integrale definito assolutamente convergente, Palerme 1904].*
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ces deux séries sont absolument convergentes en méme temps; lorsqu'elles
sont convergentes, 6 et X tendent vers uue limite commune quand
& tend vers zéro. Cette limite est l'intégrale de f(x) dans 'intervalle

(a, b) et se note ,
ﬁ (2)dz.

Si a > b, on pose encore
13 a
@) dz = — [1@)de.
a b

Lorsque cette intégrale existe, la fonction f(z) est dite sommable.
Il y a des fonctions non bornées qui ne sont pas sommables, par
exemple, la fonction égale &

d(x"ﬂinl)ﬂ?zsiul —‘zcos~1
de\"" " 22/ 22 = a*

pour z différent de O et & 2éro pour x = 0, w'est pas sommable. Elle
est intégrable par les procédés de 4. L. Cauchy et G. Lejeune Dirichlet

H. Lebesgue'™) a démontré que I'intégrale d’'une fonction sommable
peut s'obtenir comme la limite d’une suite infinie de sommes S de
Riemann. Il suffit, dans chaque somme

8 =2(a,— ¢;_)f (@)

de choisir convenablement les nombres g, et le nombre z; correspondant
a lintervalle (g;_,, @;)."

34, Autres géméralisations de la motion d’intégrale. W. IL
Young™®) a été conduit & une autre généralisation de la notion d'intégrale.

Voici le principe de sa méthode: divisons Pintervalle (e, b) en
un ensemble fini ou dénombrable d’ensembles mesurables sans point
commun; multiplions la mesure de chacun d’eux par la borne supérieure
de f(x) sur cet ensemble et prenons la somme S de tous les produits
obtenus: lorsqu'on divise l'intervalle de toutes les manieres possibles,
en sommes d’ensembles mesurables, les nombres S ont une borne in-
férieure qui est lintégrale supéricure de £ (z) dans (a, ). L’intégrale
inférieure se définit d'une maniére analogue. La fonction f(z) est
intégrable si lintégrale supérieure est égale & lintégrale inférieure:
leur valeur commune est Vintégrale de la fonetion.

Pour un intervalle d'intégration fini et pour une fonetion bornée,
les fonctions intégrables de W.IL Youny sont les mémes que les

198) ,Ann. Fac. sc. Toulouse (3) 1 (1909), p. 25/128.*
199) ,Proc. London math. Soc. (2) 2 (1905), p. 51; (2)9 (1911), p- 16; Philos.
Traps. London 204 A (1905), p. 221/52.%
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fonctions sommables de H. Lebesque. Il n'en est plus de méme lorsque
Vintervalle d'intégration est infini ou la fonetion non bornée.

La définition de W.IL Young s'étend aux fonctions de plusieurs
variables et aux fonctions considérées seulement pour les points d'un
ensemble mesurable.

On doit aussi & E. Borel®™) une nouvelle généralisation de la notion
Qintégrale. En utilisant les principes qu'il a introduits dans la mesure
des ensembles et les rapprochant des idées de II Lebesgue, il a donné
une définition de lintégrale qui, pour le cas des fonctions bornées
définissables analytiquement et pour un intervalle d'intégration fini,
fournit Jes mémes résultats que la définition de H. Lebesgue et conduit,
pour les fonctions non bornées ou pour un intervalle d'intégration infini,
& une extension nouvelle de la notion d’intégrale. Voici cette défini-
tion: la fonction f(2) étant définie dans lintervalle (a, b), excluons
de cet intervalle une infinité dénombrable d'intervalles («,, f,) dont la
somme des longueurs est égale 3 o; formons la somme S de Riemann
a l'aide de points a; et x; extérieurs aux intervalles exelus, en rempla-
gant dans cette somme la longueur de Yintervalle (a,_,, @;) per la
différence entre cette longueur et la somme des longueurs des inter-
valles (e,, f,) quil contient, différence que nous appellerons la lon-
gueur réduite de (@,_;, @). Si les sommes S ont une limite lorsque
le maximé de la longueur réduite de (a,_,, @;) tend vers zéro, les
intervalles (¢,, fi,) demeurant invariables, et si cette limite a elle-
méme une limite lorsque ¢ tend vers zéro, nous dirons que la fone-
tion f est sommable par la méthode de Borel

Si la fonction f(x) west pas bornée nous dirons qu'nn point P
de discontinuité est un pole d'ordre « si, & Lextérienr d'un intervalle
de longueur £ ayant pour centre le point P, la valeur absolue de f(z)
est inféricure & A&=%, A étant une constante.

Si lordre mazimé des poles de f(z) est inférieur & un nombre
inférieur & 1, la fonction f(z) est sommable au sens de E. Borel.
C'est le cas de la fonction

1@ =Z lo—a, 7}

dans laquelle a, désigne le 2*® nombre rationnel qui est pour la fonc-
tion un péle dordre .

Les intégrales de T.J. Stieltjes™!) peuvent aussi &fre considérées

200) ,C. R. Acad. sc. Paris 150 (1910), p. 375/7, 508/11.

201) ,Recherches sur les fractions continues [Ann. Fac. sc. Toulouse (1) 8
(1894), mém. n° 10, p. 1/122}.*
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comme une extension de la notion d'intégrale définie. Soient f(x) et
«(z) deux fouctions dont la premidre est continue et formons la somme

i=n

D@ a(e,,) — ()]
i=0

relative & un mode de division a,= a, a,, gy ooy @y, @,=b, de

Pintervalle (a, b). T.J. Sticltjes a démontré que cette somme a une

limite lorsque le nombre des points de division augmente indéfiniment

de manitre que le maximé do '@,— a,_,| tende vers 0, si o(x) est
b

4 variation bornéec dams (a, b). Cette limite se note /}(x)dm(w)‘

H. Lebesgue™?) a montré le lien qui unit les intégrales de T Stieltjes
et les intégrales de fonctions sommables en transformant toute inté-
grale de T..J Sticltjes en une intégrale de fonction sommable,

Les intégrales de T.J. Stieltjes onb 6t6 récemment utilisées par
F. Riess®™) pour la représentation des opérations fonctionnelles
linéaires.*

36. ,Propriétés de lintégralo de Lebesgue. Le premier théo-
réme de la moyenne est applicable & lintégrale de Lebesgue:

Si f(z) et () sont sommables, p(z) étant positive ot () vérifiant
les inégalites

m<flx) <M,

on peut éerirve

b b b
m/ p(2)dz gﬁ//'(x)rp(x)dx < Muf;p(:c)dx.

Le second théordme de la moyenne s'énonce ainsi:
Si f(z) est bornde et monotone dans Vintervalle (a, b) ef si ¢(z)
est sommable dans (a, b), [(x)p(x) est alors sommable et Uon a?%)

] £ 4
Jr@o@ae =f(a +0) [ep@)dz + (b — oy(p(z)dr-

On obtient de méme pour Vinégalité de Schwarz, si importante dans
la théorie des équations intégrales,

202) ,C. R. Acad. sc. Paris 150 (1910), p. 86/8."

208) ,C. R. Acad. sc. Paris 149 (1909), p. 974/7.*

204) ,Voir aussi Z. W. Hobson, Proc. London math. Soc. (2) 7 (1909}, p. 14/28;
H. Lebesgue, Ann. Fac. sc. Toulouse (3) 1 (1909), p. 36. L’extension au cas d'une
fonction non monotone et la généralisation pour un nombre quelconque de di-
mensions se trouvent dans FI. Lebesgue, Ann. Ec. Norm. (3) 27 (1910), p. 361/450.*
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[ [fo@dzl < [Pz Jor@)iz,

lorsque f* ef @* sont sommables, f@ dant alors sommable™®).

Enfin, les procédés d'intégration par substitution et par parties 2%),
ou encore la dérivation sous le signe [*7) sont également applicables,
sous certaines conditions, & l'intégrale de Lebesgue.®

Intégration des séries.

36. Intégrabilité des fonctions limites. Ktant donnée une série con-
vergente de fonctions, nous pouvons nous poserles deux problemes suivants:

L Les termes de la série étant intégrables, & quelles conditions,

la somme de la série sera-t-elle intégrable?

IL Les termes de la série étant sommables, & quelles conditions,

la somme de la série sera-t-elle sommable?
Le premier probleme a été résolu par C. Arzeld®®).

Rappelons d'abord la définition de la convergence quasi - uni-
forme®?); supposons que la suite de fonctions fo() ait pour limite
f(@), cest-i-dire que la série

n=+o

(@) + 2l a(@) = £,@)]

ait pour somme f(z); on dit que la convergence est quas:-uniforme
dans (a, b) si, étant donnés & positif aussi petit que l'on veut et N
positif aussi grand que l'on veut, on peut trouver un nombre N’
supérieur & N tel que, pour chaque valeur z de (@, b), il existe un
entier n, compris entre N et N’ pour lequel
HORIROIESS

Supposons que l'on retranche de (2, b) un certain nombre de
segments dont la somme des longueurs soit égale a 7 et que la con-
vergence soit quasi-uniforme dans la partie restante; si le nombre ]
peut dtre rendu aussi petit quon le veut, nous dirons que la conver-
gence est quasi-uniforme en général, ou encore que la convergence est

205) ,Voir aussi E. Fischer, C. R. Acad. sc. Paris 144 (1907}, p. 1022. Des
généralisations de cette formule sont dues 3 &' Riesz, Math. Ann. 69 (1910),
p. 449/97*

208) ,H. Lebesgue, Ann. Fac. sc. Toulouse (8) 1 (1909), p. 44; E. W. Hobson,
Proc. London math. Soe. (2) 8 (1910), p. 10/21.%

207) L. Tonells, Atti R. Accad. Lincei Rendic. (5) 19 I (1910), P. 84/9.%

208) Memorie Ist. Bologna (5) 8 (1899/1900), p. 702.¢

209) ,C. Arzela dit convergence uniforme par segments (a tratti); l'expression
de convergence quasi-uniforme est due 4 Z. Borel.*
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uniforme par segments en général. Cela posé, C. Arzeld a établi que
pour que la somme dune séric de fonctions intégrables soit intégrable il
faut et il suffit que la comvergence soil quasi-uniforme en geénéral.

En ce qui concerne le probleme II, H. Lebesgue établit le résul-
tat suivant: si wne séric de fonctions borndes bles a pour somme
une: fonction bornée, cette fonction est sommable, car toute fonetion limite
de fonctions mesurable est une fonction mesurable et toute fonetion

bornée mesurable est sommable*

37. ,Intégrabilité terme & terme. Lorsque la somme d'une série
convergente est intégrable ou sommable, dans quel cas Tintégrale de
la somme des termes est-elle la somme des intégrales de ces termes?
C. Arzela®) a démontré que si des fonctions f,(z) intégrables et
bornées dans leur emsemble®) ont pour limite une fonction inté-
grable, on peut intégrer terme & terme; autrement dit, lorsque les
fonctions f,(z) sont bornées dans leur ensemble, la convergence quasi-
uniforme en général permet Uintégration terme & terme.

(e théorsme est un cas particulier du théoréme de II Lebesyue:
si des fonctions sommables [, borndes dans lewr ensemble ont une fonction
limite f, Vintégrale de f, a powr limite Vintégrale de f. Ce que Yon peut
encore énoncer: & les sommes des n premiers termes d'une série con-
vergente sont bornées dans leur ensemble, et si les termes de la série
sont sommables, on peut intégrer terme & terme. Lorsque les termes
de la série et leur somme sont intégrables, lintégrale de H. Lebesgue
devient l'intégrale de B. Riemann et onretrouve le théortme préeédent %),

210) ,Memorie Ist. Bologna (5) 8 (1899/1900), p. 131/86.*

211) ,On dit que des fonctions £, (x) sont bornées dans leur ensemble dans
Pintervalle (a, b) 8'il existe un nombre M tel que I'inégalité

AR
soit véxifie, quel que soit n et quel que soit z, dans (a, b)."

212) ,Un polynome est sommable, donc toute fonction de premiére classe
de R. Baire qui est bornée est sommable; il en résulte que toute fonction bor-
née de l'une des classes de R. Baire est sommable Yailleurs, on a énoncé
précédemment que ces fonctions sont mesurables.

Au voisinage d’un point ol la convergence n'est pas uniforme les fonctions
f — [, peuvent &tre hornées dans leur ensemble ou ne pas 'étre. Dana ce dernier
cas, W. F. Osgood appelle le point de convergence non uniforme, un point X.

W. H. Young [C. R. Acad. sc. Paria 136 (1903), p. 1632/4] a montré que si
I'intégration terme & terme est possible, 1a série des intégrales converge uniformé-
ment sanf peut-étre aux points X. Il en résulte que si l'on peut intégrer une
fois terme & terme, on peut répéter cette opération mutant de fois que 1'on veut.
W. H. Young [Proc. London Math. Soc. (2) 1 (1904), p. §9/102] s'est ausei occupé
de lintégration terme & terme de séries de fonctions ponctuellement discontinues
dont la somme est ponctuellement discontinue. Il a démontré pour ce cas le
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Dans le cas ot les fonctions f, et / sont continues, le théoreme
avait déji 6t6 énoncé par W.F. Osgood®).

Supposons maintenant que les fonetions £, ne soient pas bornées
dans leur ensemble, et soit 2 une valeur telle que, quelque petit que soit
%, les fonctions £, ne soient pas bornées dans Vintervalle (z— h, =+ h).
Nous dirons que ces fonetions me sont pas bornées dans le voisinage
du point z. Dans ces conditions le théoréime de C. Arzeld est appli-
cable lorsque les points dans le voisinuge desquels les fonctions ne sont
pas borndes forment un cusemble dénombrable. 11 en est de méme du
théoreme de H. Lebesgue.

Mais cet ensemble peut ne pas étre dénombrable. W.F. Osyood
3 donné un excmple de série dont la somme est intégrable et telle
que la somme des intégrales des termes soit une fonetion continue
différente de lintégrale de la somme?™).

théoreme de H. Lebesgue. Voir aussi J.. W. Hobson, Proc. London math. Soc. (1) 34
(1901/2), p. 264; W. H. Young, Proc. London math. Soc. (2) § (1910), p. 99/116].*

21%) ,Amer. J. math. 19 (1897), p. 155/90.

214) ,Construisons sur le segment (0, 1) un ensemble parfait F, en retran-
chant de ce segment les points intérieurs 4 une infinité dénombrable d'intervatles:
Tinteralle §, a son miliex z} au milieu du segment (0, 1) et sa longueur est

8,=3r  0<1<1)
les segments 81, 8} ont ponr milieux, les milieux }, z} des segments restants
ot leur longueur commune 3, vérifie 'égalité
8 |28, = §h.

Les segments d%, 8%, 4%, ..., ;"% ont pour milieux, les milieux z}, 3,

28, ..., ain~ ! des segments restants aprés l'opération précédente et la longueur
commune 4, telle que
_ n41
Gt 2822, = T

et ainsi de suite. On pose alors

21, 8) F gle— a8+ g e — @Y

nz

nw . 2xx - 3
- Rk pour ngé ’

98 81n
Pul@, &) = sz
sin z:;; 5 pour — ¢ <zZLvo,
tandis que @, (%, 8) =0 pour les autres valeurs de .
Les [, (x) ont pour limite 0. L'intégrale

L
/ fo@dz
]

a pour limite une fonction continue, non décroissante dans l'intervalle (0, 1),
nulle pour x =0, égale & 1 pour x=1.*
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Supposons maintenant que les fonctions f, soient sommables et
convergent vers une fonetion sommable £.

Lintégrale de f, a pour limite Uintégrale de f:

1°) si les restes f — f,, ont des valeurs absolues bornées supérieure-
ment dans leur emsemble®?).

2°) 6i les fonctions (f — f,)® sont sommables et si leurs intégrales
sont bornées supérieurement dans leur ensemble®5)*

Dérivées et fonctions primitives.

38,  Propriétés des nombres dérivés. Soit f(z) une fonction

définie dans l'intervalle (e, b); envisageons le rapport
r(x, 2 + k) = f(z_"h’z =1,

Si h tend vers zéro par valeurs positives, la plus grande limite 4, de
r{x, # + h) est le nombre dérivé supérieur & droite de f(z) au point
et la plus petite limite 4, de r(z, # + %) est le nombre dérivé in-
férieur a droite de f(z) au point 2.

Si % est négatif, on définit de méme le nombre dérivé supérieur
4 gauche 4, de f(z) et le nombre dérivé inférieur & gauche 2, de f(z).

Si 4, = 4, la fonction a une dérivée a droite 4, si 4, =1,
elle o une dérivée & gauche 4. Si les quatre nombres dérivés sont
égaux, la fonction a une dérivée au point x¥7).

215) ,H. Lebesgue, Ann. Fac. sc. Toulouse (3) 1 (1909), p. 49.%

216) ,F. Riesz, C. R, Acad. sc. Paris 144 (1907), p. 615/9.

G.Vitali {Rend. Cire. mat. Palermo 23 (1907), p. 137/55] introduit la notion de
série ou suite convergente plet t int hle dans un ble mesurable G
c’est une série telle que l'intégration terme i terme est valable pour tout en-
semble mesurable de points de (¥; étant donnée une famille de fonctions som-
mables, il dit que leurs intégrales sont équi-absclument continues dans un en-
semble mesurable ¢, si & chaque nombre positif ¢ correspond un nombre positif &
tel que la valeur absolue de l'intégrale de chaque fonction de la famille, étendue
4 un ensemble quelconque de points de &, de mesure inférieure & y, soit inférieure
4 ¢. 11 démonire alors que la condition nécessaire et suffisante pour qu'ure suite
convergente de fonctions finies et sommables soit complétement intégrable est
que les intégrales des termes de la suite solent équi-absolument continues.

Dans le cas od l'on se borne 4 l'intégrabilité terme & terme le long d’un
segment, il démontre que si les points X *%) d’une série convergente forment un
ensemble de mesure nulle, la condition nécessaire et suffisante pour la validité
de l'intégration terme 3 terme est que la série des intégrales convergo vers une
fonetion absolument continue *4%),

Voir aussi B. Levi [Reale Ist. Lombardo Rendic. (2) 839 (19086), p. 775/80] et
C. Severing [Atti Accad. Gioenia Catania (4) 20 (1907), mém. n° 12, p. 1/15].*

217) ,Méme si la valeur commune des quatre nombres est + 0o ou — 0.*

38. Propriétés des nombres dérivés 193

Les nombres dérivés peuvent renseigner sur les variations de la
fonction f(x); si
i,>0 2,>0
la fonction est croissante en 7. Si
2, >0
la fonction est croissante & droite en x. Si
4, <0 1, >0
la fonction a un minimé au point .

Supposons maintenant f(x) continue. La proposition suivante est
fondamentale:

Dans tout intercalle, les quatre nombres dérivés ont méme borne
supdrieure et méme borne inférieure; ces limites somt celles du rapport
r(z, x°), lorsque x el ' varient dans Uintervalle considéré.

11 résulte de 1a que si, an point #, 'nin des nombres dérivés est
continu, les trois autres le sont aussi; la fonetion a alors en ce point
une dérivée. Lorsque les bornes inférieure et supérieure des nombres
dérivés sont finies dans un intervalle, on dit que la fonction est a
nombres dérivés bornés dans cet intervalle; on a alors, quels que
soient et 2’ dans lintervalle,

[r(z &) | < M,
M étant un nombre fixe ¥16),

Quand une fonetion est & nombres dérivés bornés dans un inter-
valle, cette fonction est aussi & variation bornée; la réciproque n’est
pas vraie*). Introduisons la notion due a R. Baire*®) de borne
supérieure ou inférieure d’une fonction quand on néglige les ensembles
d'upe famille déterminée (par ex. les ensembles dénombrables, les en-
sombles de mesure nulle). La borne supérieure L de f(z) dans (a, b)
est un nombre tel que 'ensemble des points pour lesquels /() >\1, ne
contienne pas de points si 2 > L et en contienne si 4 < L. La borne
supérieure de f(x) dans (a, b), quand on néglige les ensembles de mesure
nulle, sera un nombre L, tel que I'ensemble des points pour lesquels
f(x) > 4 soit de mesure nulle si 4 > L, et de mesure non nulle si

218) ,Cette dernitre condition, qu'on appelle souvent condition de Lipschitz,
intervient dans beaucoup de rai ts sur les développ ts de functiom:
en séries et les théortmes d'existence des équations différenticlles.*

219) ,Par exemple la fonction

2% sin L
E3
est i variation bornée quoique ses nombres dérivés ne soient pas bornés.*
220} ,Anu. mat. pura appl. (3) 3 (1899), p. 72.*
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i<L,. H  esgue a démontré les propositions suivantes: la borne
inférieure et la borne supirieure dun nombre dérivé borné sont les mémes,
que Uon néglige ow mon les ensembles de mesure nulle.  La borne infériewre
et la borne supérieure Qun nombre dérivé sont les mémes, que Von ne-
glige ou non les ensembles dénombrables.

On doit aussi & H. Lebesgue®™') le résultat suivant:

Les nombres dérives d'une fonclion continue sont des fonctions de
la deusiéme classe de R. Baire. (e sont done des fonctions mesurables.

On sait que, si f(z) sannule en @ et b, la dérivée s'annule dans
Vintervalle; on a pour les nombres dirivés une proposition correspon-
dante: si une fonction continue f(x) s’annule pour # = a et x =0 et
si elle n'est pas towjours nulle dans (a,b), il existe des points de
(a, b) pour lesquels

A,>0, 1,>0 (ou }.9>0, /1y>0)
ot des points de (a, b) pour lesquels
A, <0, Ay <0 {ou 4, <0, 4,<0).
Réciproquement, si l'on a toujours
soit 4,4, <0, soit 4,4, <0,

f(z) est une constante.

39. ,Propriétés des dérivées, Supposons que f(z) admette dans
(a, ) une dérivée f'(x). G. Dmbone®™) a démontré quune fonction
derivie ne peut passer d'une valewr A & une autre B sans prendre toutes
les valewrs comprises entre A ef B. Cette propriété («) appartient aux
fonctions continues, mais ne suffit pas i caractériser une fonetion
continue. Une fonction peut posséder la propriété () en étant pone-
tuellement discontinue ou méme totalement discontinue. Le premier
cas est celui d'une fonction dérivée non continue; un exemple du
second est di & I Lebesque®®):

Soit # un nombre compris entre O et I, et a;, a4, ..., @
la suite de ses chiffres décimaux, on peut écrive

S

=0, adytty ... 0, . ... H
considérons la suite
gy Ogy gy ooy Bopygy - vves 3

si elle n'est pas périodique, nous prendrons @(x) = 0; si elle est
périodique, la période commencant & a,,_;, nous poserons

PlE) = U, 0,840y -

921) ,Atti R. Accad. Lincei Rendic. (5) 15 IT (1906), p. 88.*
222) ,Ann, Ec. Norn. (2) 4 (1875), p. 109.*
223) ,Legons sur l'intégration **), p. $0.
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Dans tout intervalle, si petit soit-il, la fonetion @(x) prend toutes les
valeurs comprises entre O et 1.

Si deux fonections possedent la propriété («), leur somme ne
possbde pas nécessairement cette propricté®), mais la somme de deux
fonctions dérivées posséde la propriété («) puisque c'est une fonction
dérivée, ce qwon peut énoncer aussi: si dans un intervalle la différence
de deux fonctions dérivées prend des valeurs de signes contraires, cette
différence s'annule dans l'intervalle ).

Une fonetion dérivée est une fonction de premiere classe, d’aprds
la classification de R. Baire; en d'autres termes, une fonction dérivée est
ponctuellement discontinue sur tout ensemble parfait: cest en effet la
limite, pour » infini, de la suite de fonetions continues

ful@) = n[f(o+ ) = 1@ ]

Par exemple la fonction ¢(z) de H. Lebesgue, que nous venons de
définir, étant totalement discontinue n'est pas ume fonction dérivée,
quoiqu'elle posséde la propriété ().

40. Intégrabilité des dérivées et des mombres dérivés. Les
quatre nombres dérivés ayant méme borne supérieure et méme borne
inférieure, ces nombres ont méme intégrale supérieure et méme inté-
grale inféricure dans tout intervalle ot ils sont bornés. Sil'un d'eux
est intégrable, les trois autres le sont aussi et ont méme intégrale.
Dans cc cas, les points de discontinuité de chaque nombre dérivé for-
ment un ensemble de mesure nulle; il en résulte que la fonction
possede une dérivée sauf peut-étre pour un ensemble de points de
mesure nulle.

Supposons que la dérivée f'(x) existe en tous les points de I'in-
tervalle (a, b) et soit bornée dans cet intervalle. V. Volterra ™)
a montré que f'(x) west pas tonjours intégrable: soit en effet J un

224)  H. Lebesgue [Legons sur I'intégration *¥), p. 90 donne l'exemple suivant:
Sif, (z‘):sin% pour x différent de 0, avec f;(0)=1 ot

fo@) = —sin ; pour z ditférent de 0, avec f,(0)=1, on a
fu(@ 4 f,(@ =0 pour = différent de 0, avee £ (0)+ f;(0) = 2.*
295) , Application: soit p(z) la fonction qu'on vient de définir; posons
p{x) = @(x) si g(x) est différent de x, p(x) =0 sl p@)==;
In fonction @ (2) — = n'est pas la différence de deux fonctions dérivées, done ¥ (x)
n'est pas une dérivée [H. Lebesgue, Legons sur lintégration '), p. 91]*
226) ,Giorn. mat. (1) 19 (1881}, p. 488/72.*
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ensemble parfait de mesure non nulle, non dense dans lintervalle
(a, b), et soit (¢, B) un intervalle contign & E; considérons la fonction

9(5,9) = (@ — ) sin ;1
La fonction ¢(z, ) a une infinité de zéros dans lintervalle
(Ax, t;j); soit « 4 p le dernier; nous poserons
@) = pa,0) powr «<z<aty,
f@)=og(ne) powr ety<aLp—y,
f(#) = gB,z) pour p—y<a<p,
fl2)=0 pour les points de E.

La dérivée f'(z) existe en tous les points de (a, b); elle est bornée,
mais les points de E sont des points de discontinuité pour f'(z) et
leur ensemble a une mesure non nulle: done f'(x) nest pas intégrable.

D'autres exemples de dérivées non intégrables nous sont fournis
par les fonctions qui ont une infinité de maximés et de minimés dans
tout intervalle et possident une dérivée hornée qui s'annule par con-
séquent dans tout intervalle: cette dérivée n'est pas intégrable car le
procédé d'intégration de B. Riemann conduirait & la valenr zéro pour
Iintégrale indéfinie?).

Introduisons maintenant lintégrale de I Lebesque: toute fonetion
dérivée est mesurable, tout nombre dérivé est mesurable; done foute
fonction dérivée bornée est sommable; tout mombre dérivé bormé est
sommable.

Une fonction dérivée non bornée nest pas toujours sommable;
par exemple, la fonction déja citée

’dd} (zﬂ sin ;2>
n'est pas sommable dans un intervalle comprenant 0.

Pour quun nombre dérivé parlout fini de f(z) soit sommable il faut
et il suffit que la fonction f(z) soit G variation bornée. La variation
totale de la fonction supposée continue est égale a Pintégrale de la
valeur absolue du nombre dérivé?).”

41. |Existence des dérivées. Dans quels cas et pour quelles
valeurs de z peut-on affirmer qu'une fonction f(z) possede une dérivée?
La réponse la plus compléte & cette question est fournie par un thé-
oreme de H. Lebesgue: foute fonction f(x) & variation bornde dans un

227) ,Voir 1, 11, note 136, p. 46.*
228) . Lebesgue, Legons sur lintégration®), p. 122; W. H. Young, Quart
J. pure appl. math. 42 (1911), p. 78.*
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intervalle (a, b) admet une dérivée finie en chaque point z de (a, b)
sauf peut-étre pour les points d'un ensemble de mesure nulle®®).

Cet énoncé s'applique en particulier aux fonctions 3 mombres
dérivés bornés dans un intervalle (a, b). Pour ces fonctions, B. Levi
a démontré en outre le résultat suivant: Uensemble des points z de
(a, b) pour lesquels la fonction admet une dérivie & droite et une dérivee
a gauche différentes est dénombrable™).

Pour qu'une courbe soit rectifiable il faut et il suffit que les
fonctions d’une variable qui définissent les coordonnées des points de
cette courbe soient 4 variation bornée: une courbe rectifiable possede
des tangentes sauf peut-étre pour les points correspondant & un en-
semble de valeurs de l'arc dont la mesure est nulle. G. Faber®) a
donné une démonstration de co théoréme qui n'utilise pas la notion
d'intégrale.

L'intégrale indéfinie d'une fonction sommable est une fonction &
variation bornée: clle admet donc en général une dérivée; d'une manitre
plus précise, on a énoncé suivant da & H. Lebesgue: Uintégrale in-
définie d'une fonction sommable admet cette fonction pour dérivée sauf
peut-éire powr un ensemble de points de mesure nulle.

Cet énoncé s'applique en particulier aux fonctions 2 nombres dé-
rivés bornés dans un intervalle.*

42. Détermination d’une fonction & I'side de sa dérivée ou
de T'un de ses nombres dérivés. La connaissance de la dérivée ou
du nombre dérivé dune fonction dans un intervalle (a, b) suffit-elle
pour déterminer cette fonction & une constante additive prées? En
d’autres termes, deux fonctions ayant méme nombre dérivé en tous les
points d'un intervalle ne different-elles que par une constante?

La réponse n'est pas la méme suivant que le nombre dérivé est
toujours fini ou n’est pas toujours fini dans Vintervalle.

Une fonction est déterminée, G une constante additive prés, dams
Vintervalle (a,b) par la connaissance de Vun de ses nombres devivés
fini pour chaque valewr z de (a, b)2),

229) H. Lebesgue, Legons sur l'intégration *%), p. 128.%

230) ,B. Levi, Atti R. Accad. Lincei Rendic. mat. (6) 16 (1906), p. 437.*

231) ,Math. Ann, 69 (1910), p. 372/443.*

232)  Prdu Bois- Reymond, Math. Ann. 16 (1880), p. 116/28; A. Harnack,
Math. Ann. 19 (1882), p. 235/79; U. Dini, Fondamenti per la teorica dello funzioni
di variabili reali, Pise 1878, p. 201; trad. allemande par J. Liroth et A. Schepp,
Grundlagen fiir eive Theorie der Functionen einer verfinderlichen Grosse, Leipzig
1892, p. 273/4 (n* 150, 150%); V. Volterra, Giorn. mat. (1) 19 (1881), p. 383/72.
La démonstration du théoréme ainsi que diverses extensions se trouvent dams
L. Scheeffer, Acta math. 5 (1884/6), p. 183/94.*
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Une fonction west pas nécessairement déterminée, a une constante
additive pris, dans un intervalle {a,b) par la connaissance de Uun de
ses nombres dérivés non toujours find %),

Supposons que I'in des nombres dérivés de f(z) soit fini sauf
pour un ensemble de points FE. Quelle doit &tre la nature de E
pour que f() soit déterminée & une constante additive pres?

L. Scheeffer™) a démontré guune fonction est determinde G une
constante additive prés quand on comnail wn nombre dérivé fini de cette
fonction sauf pour les points dun ensemble dénombrable E®). Les
ensembles dénombrables répondent done 2 la question **®).

Si Ia fonction f(x) est a nombres dérivés bornés, on obtient la pro-
position suivante: une fonction @ nombres dérives bornes est déterminée, @

233) . Hahn [Monatsh. Math. Phys. 16 (1905}, p. 317] a donné un exemple
dans lequel une infinité de fonctions différentes ont méme dérivée (non partout
finie) en tous les points de l'intervalle (0, 1). Soit £ un ensemble parfait de mesure
nulle défini par les intervalles contigus 4, dont la somme est égale & l'unité.
Choisissons un nombre k<1 tel que la série

soit convergente. Nous prendrons

fla) = 2"‘%6”

lorsque 2 est un point de F, la somme N étant étendue & tous les intervalles
)

situés i gauche de z. Dane l'intervalle («, f) contigu & F, ol e < B, nous prendrons

f@) = f@) + @ —w)

o+
‘ pour u<x<*2l‘

@ =@ —@—=f o “HEcacp
La fonction f(x) posside une dérivée qui est égale & + oo en tous les points de E.

Soit g(x) une fonction non décroissante dans (a, b) et constante dans cha-
que intervalle contign & E. Les deux fonctions f(z) et f(x) + p(xr) ont méme
dérivée en tout point de (a, b).*

234) ,Acta math. 5 (1854/), p. 282.%

235) ,Une fonetion est déterminde quand on connait sa dérivée pour les
valeurs irrationnelles de z; elle ne L'est pas quand on la conmait pour les va-
leurs rationnelles [ H. Lebesgue, Legons sur I'intégration %), p. 77].*

256) ,H. Lebesgue u donné |Leons sur l'intégration 48 p. 78] une démons-
tration plus naturelle que celle de L. Sk B. Levt [Atti Accad. Lincei
Rendic. mat. (5) 15 I (1906), p. 681] a démontré qu'une fonction est déterminée, &
une constante additive prées, par la connaissance de I'un de ses nombres dérivés
fini sanf pour un ensemble de points de mesure nulle, si cette fonction posstde
la propriété de prendre un ensemble de valeurs de mesure nulle, lorsque la variable
prend un ensemble de valeurs de mesure nulle. Voir aussi pour ces questions
U. Dini [Fondamenti®*?), p. 193; trad. p. 263/4 (n° 146)], B. Levi [Atti R. Accad.
Lincei Rendic. mat. (6) 151 (1906), p. 668].*
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wne constante additive pres, quand on connait la valeur d'un nombre dérivé
pour chague point x, sauf pour les points d'un ensemble de mesure nulle.

Nous savons d'ailleurs que, dans ce cas, la dérivée existe, sauf
peut-étre pour un ensemble de points de mesure nulle; il suffit done
de connaitre la dérivée aux points od elle existe, et I'on peut méme
retrancher de ces points ceux d'un ensemble de mesure nulle*

43, ,Recherche effective de la fonction primitive d’un nombre
dérivé donné ou d’une dérivée donnée. Soit f(w) une fonction bor-
née et intégrable; lintégrale indéfinie

C+, /f(z) dz = I'(x)

est une fonction continue & nombres dérivés bornés F(z) qui admet
f() comme dérivée en tous les points ol f(x) est continue. Comme
les points de discontinuité forment un ensemble de mesure nulle,
F(x) admet f(z) comme dérivée sauf pour les points d’'un ensemble
de mesure nulle. En un point de discontinuité de f(z), les nombres
dérivés de F(z) sont compris entre la borne supérieure et la borne
inférieure de f(z) au point considéré. Les résultats sont les mémes
pour les intégrales indéfinies par défaut et par exces de G. Darbouz.

Pour que la fonction f(z) bornée et intégrable soit une fonction
dérivée, il faut que, pour toute valeur de 2, on ait

1) f(@) = lim @D =1
Rh=0

Appelons avee G. Darbour, valeur moyenne de f(z) dans Vinter-
valle (¢, ) le nombre

4
i f @) da

et valeur moyenne au point z la limite, supposée existante, de la va-
leur moyenne dans lintervalle (x — A, @ -+ k) lorsque kb et tendent
vers z6ro: pour quune fonction intégrable soit une fonetion dérivée
il faut et il suffit quelle ait en tout point une valeur moyenne égale
4 la valeur de la fonction en ce point. On obtient ainsi une trans-
formation de la condition.

Supposons que les nombres dérivés d'une fonetion solent bornés:
si Tun deux est intégrable, lintégrale indéfinie de ce nombre dérivé
en est la fonction primitive. D'ailleurs on connait dans cc cas la déri-
vée sauf pour un emsemble de valeurs de # de mesure nulle, valeurs
pour lesquelles on peut donmer & la fonction que l'on intégre telle
valeur que l'on voudra, pourvu quelle demeure bornée.
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On doit & H. Lebesgue®™) les résultats suivants:

1°) Les intdgrales indéfinies d'une fonction dérivce bornde sont ses
fonctions primitives. Si l'on prend un nombre dérivé borné, le résultat
est le méme; dailleurs, dans ce cas, la dérivée existe sauf pour un
ensemble de points de mesure nulle, et il suffit de prendre l'intégrale
dans l'ensemble des points od la dérivée existe.

2°) Lorsqu'un nombre dérivé partout fini est sommable, son integrale
wndefinie est ume fonction primitive de ce nombre dérivé. Dans ce cas
aussi, la dérivée existe, sauf peut-8fre pour un ensemble de points de
mesure nulle: done une fonetion & variation bornée et & nombres
dérivés finis est lintégrale indéfinie de sa dérivée, lintégrale étant
étendue seulement & l'ensemble des points on la dérivée existe ),

Mais une fonction f(x) & variation bornée n'est pas nécessairement
une intégrale indéfinie; la dérivée f’(x) de cette fonction est sommable
dans l'ensemble E des points de (a, b) ou elle est finie, mais l'inté-

grale' / }(a,)da: ne représente pas toujours £(b) — f(a); la différence
P

entre ces deux nombres est égale & la variation de f(z) pour l'en-
semble complémentaire de ¥ dans (a, b)®?).

Powr qu'ume fonction contimue soit Uintdgrale indéfinie d'un de ses
nombres dérives, considérd pour les points ow il est find, il faut et <l
suffit que cette fonction soit une intégrale indéfinie®).

Lorsqu'on a un nombre fini de fonctions dérivées et qu'on con-
nait les primitives de chacune delles, la primitive de la somme de
ces fonctions s'obtient en faisant la somme des primitives.

237) ,Legons sur lintégration %), p. 120.*

288) ,Cette proposition a donné lien a un échange d’observations entre
H. Lebesgue ot B. Levi qui, sans mettre en question Vexectitude de Iénoncé, ont
conduit & préciser la forme des démonstrations. Cf. B. Levi, Atti R. Accad. Lincei
Rendic. mat. (5) 15 T (1906), p. 433/8, 674/84; (5)15 11 (1908), p. 358; H. Lebesgue, Atti
R. Accad. Lincei Rendic. mat. (5) 16 II (1906), p. 3; (5) 16 I (1907), p. 92/100, 283/90.
Dans ses notes, B. Levi a énoncé les conditions suivantes pour qu'une fonction soit
Tintégrale indéfinie d'un de ses nombres dérivés: 19 & tout ensemble de valours
de & qui est de mesure nulle doit correspondre un ensemble de valeurs de @)
qui soit aussi de mesure nulle; 2°) le nombre dérivé considéré n'est infini que
pour un ensemble de valeurs de @ de mesure nulle; 3%) le nombre dérivé est
sommable dans I'ensemble des points ot il est fini. L'inconvénient d'un tel énoncé
est qu'il fait intervenir & la fois des propriétés de f(x) et des propriétés du
nombre dérivé avant qu'on puisse relier ces fonctions par la relation fondamentale
du caleul intégral. La démonstration de B. Levi n'est pas & I'abri de toute ob-
Jjection. Voir aussi G- Vitali [Rend. Circ. mat. Palermo 20 (1905), p. 136/41].*

239) ,Ch. J. de la Vallée Poussin, Cours d’Analyse infinitésimale (20 éd) 1,
Paris 1909, p. 269/72.*

240} ,H. Lebesgue, Atti R. Accad. Lincei Rendic. mat. (6)16 I (1907), p. 285.*
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Si les fonctions dérivées sont en nombre infini, de manitre &
former une série uniformément convergente, leur somme représente
une fonction dérivée dont on obtient la primitive en faisant la somme
des primitives de chacune d'elles: il faut toutefois choisir les cons-
tantes de manidre que la série des primitives converge pour une
valeur de la variable ),

Dans le cas od Pon a une séric de fonctions dérivées non néga-
tives qui converge vers une fonction dérivée, on obtient encore la
primitive de la somme en faisant la somme des primitives des termes
de la série: les constantes sont towjours choisies de maniere que la
série des primitives converge.

Si lon désigne par f,(z) la somme des  premiers termes de la
série on peut encore énoncer comme il suit le théoréme précédent: si
des fonctions dérivées f,(x) tendent en croissant vers une fonction dérivée
flz), leurs fonctions primitives ont pour limite une fonction primitive
de f(z). On suppose que la restriction relative aux constantes est
toujours observée %2).*

44, Jonetions qui sont des intégrales indéfinies. A quelles
conditions une fonction f(2) est-elle l'intégrale indéfinie d’une autre
fonetion? Voici Ia réponse fournie & cefte question par H. Lebesgue:

Pour qu'une fonction f(z) soit une intégrale indéfinie il faut et i
suffit que, si lon prend un ensemble dintervalles (e, §) Wempictant pas
les uns sur les autres et situds dams Vintervalle fini (a, b) que Uon con-
sidére, la somme v des valewrs de la variation tolale de f(x) dans ces
intervalles tende uniformément vers zéro avec la somme | des longuewrs
des intervalles (o, §).

On peut remplacer dans cet énoncé le nombre v par la variation
de f(x) dans les intervalles (¢, §), Cest-i-dire la somme S —rf(e)
étendue & tous les intervalles (v, §)™9): appelons variation de f (=)

241) H. Lebesgue [Legons sur I'intégration *6), p.88; Bull. sc. math. (2)29 (1905),
p. 272] déduit de ce théordme une démonstration de ce fait que toute fonction
continue est une fonction dérivée, dé ation qui n’utilise pas l'intégration.*

242) ,La fonction f(z), limite des fonctions dérivées £, (x) qui croissent avec
», w'est pas toujours une fonction dérivée. Si, par exemple,

nE

fn(x):ﬁ;i pour 120,
on a

f@=1 si >0
et

f0)=0.*

243) ,G. Vitali [Atti Acead. Torino 40 (1904/5), p. 1021/34] appelle fonction
absolument continue une fonction f(z) telle que la variation dans un ebsemble
d’intervalles de mesure 7 tende vers zéro avec L*
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dans un ensemble de mesure nulle F la plus petite des limites vers
lesquelles tendent les variations de f(z) pour un systeme d'intervalles
contenant E et de mesure [, lorsquon fait tendre { vers zéro: on peut
alors transformer I'énoncé précédent et lui dommer la forme suivante:

Pour quune fonction f(z) soit une intégrale indefinie il faut et il
suffit que, dans tout ensemble de mesure nulle, clle ait une variation
nuile ot quelle soit @ variation bornée™).

P Riesz a été conduit a chercher les conditions nécessaires et
suffisantes pour qu'une fonction f(z) soit lintégrale indéfinie d'une
fonction @(z) d'une catégorie déterminde.

Appelons fonction de classe [1#] (p > 1) une fonetion @(z) som-
mable dans Vintervalle (a, b) et telle que |@(x)|? soit sommable dans

roe
le méme intervalle. On établit que chacune des classes [1#] on LLe- i]
est formée par Vensemble des fonctions dont le produit par une fonction
quelconque de Vautre classe soit sommable; en particulier si p =2, on
voit que le produit de deux fonctions sommables et de carrés sommables
est unc fonction sommable. On obtient alors la proposition suivante:
La condition nécessaire et suffisante pour que f(x) soit Uintégrale
indéfinie dune fonction de classe [L?] est que la somme
z_i’;l [ f@ e —1@)|?
P A ’
dans laquelle ay= @, @y, Gy, - - ., Gp_y, @, = b forment une subdivision
de Dintervalle (a, b), ait une borne supérieure indépendante du mode de
subdivision *%).
La condition wicessaire et suffisante pour que f(x) soit Uintdgrale
indéfinic d'une fonction & variation bornée cst que la somme
R fn = feo _ries

P T

244} ,C'est dans une note de la page 129 de ses Legons sur Tintégration *%
que H. Lebesgue o donné, le premier, ce théoréme. @, Vitali [Atti Accad. Torino
40 (1904/5), p. 1021/34) I'a ¢énoncé et démontré & nouveau. H. Lebesgue [Atti
R. Accad. Lincei Rendic. mat. 16 1 (1907), p. 286] a donné la démonstration de
sa proposition ninsi que les résultats du texte.*

245) F. Iiesz [Math. Ann. 89 (1910), p. 462 1% Fischer {C. R. Acad. sc.
de Paris 144 (1907), p. 1022/4] a donné les conditions pour le cas de p = 2. Ses
résultats peuvent étre étendus aux autres valeurs de p. Pour p =2, I Riesz avait
déja établi et appliqué son critére dans A linedr homogén integralegyenletrol*
[Math, termész. értesitd 27 (1909), p. 230]. Ce critbre est aussi établi dans le
mémoire , Integralhaté foggvényck sorozatoi* [Mathematikai Physikai lapok 19
(1910), p. 177].*
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ait unc borne supérieure indépendante du mode de subdivision de Uinter-
valle (a, b)®6).*

Intégrales et dérivées des fonctions de plusieurs variables.

45, ,Fonctions mesurables. Fonctions sommables. Les défi-
nitions des intégrales définies d'une fonction bornée d'une variable,
dues & A. L. Cauchy et & B. Riemann, s'étendent aussitot aux fonctions
de plusieurs variables. Il en cst de méme de la définition des fone-
tions mesurables et des fonetions sommables de H. Lebesgue.

Une fonction f est dite mesurable lorsque lensemble des points

pour lesquels on a w<f<p

est mesurable, quels que soient e« et §.

La somme et le produit de plusieurs fonctions mesurables est
une fonction mesurable; la limite d'une suite de fonctions mesurables
est une fonetion mesurable. Une constante et les fonctions #, y, 2, . ..
étant mesurables, tout polynome est mesurable, donc aussi toute fone-
tion continue par rapport i l'ensemble des variables et toute fonction
de T'une des classes de I. Baire. Une fonection continue par rapport
a chacune de ses p variables est mesurable, car elle est de classe
p— 1 au plus®7).

Soit f une fomctinn bornée mesurable, I et L ses bornes in-
férieure et supérieure dans le domaine D; insérons 2 —1 valeurs inter-
médiaires croissantes entre I et L et formons la suite

Tty bylyy oo liyy b=0L.

‘n=11 2
Bl <7<l
l'ensemble mesurable des points pour lesquels § <f <7, et
m(E[L<f <l
la mesure de cet ensemble (mesure linéaire pour le cas d’une variable,

superficielle pour le cas de deux, iesure de volume pour le cas de
trois, etc.). Les sommes

4 =2!,m (BILLF< 1)

2= tm (Ell_, <f <)

i=0

Soit

246) ,F. Riesz [Ann. Fe. Norm. (3) 28 (1911), p. 36]. Ce théoreme se trouve
déja énoncé sous une forme peu différente dans une note de F. Riesz sur les
opérations fonctionnelles linéaires {C. R. Acad. sc. Paris 149 (1909), p. 974]."

247) ,H. Lebesgue, Bull. sc. math, (2) 22 (1898), p. 278/87."
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ont une limite commune lorsque le maximé des différences 7, — Ly
tend vers zéro. Cette limite est lintégrale de I Lebesgue étendue
au domaine D, et lon dit que la fonction f est sommable dans D.
Toute fonction mesurable bornée est sommable,

Si la fonction f de p variables n'est définie que pour les points
d'un ensemble borné mesurable F, soit D un domaine & p dimen-
sions, contenant tous les points de E, et ¢ une fonetion égale & f en
tous les points de K et & zéro pour les points de D qui appar-
tiennent pas & E. Par définition Vintégrale de f étendue & l'ensemble
E est lintégrale de ¢ dans le domaine D),

La définition de l'intégrale d’une fonetion non bornée de plusieurs
variables est, elle aussi, tout & fait semblable & la définition relative
an cas d'une seule variable,

On peut étendre aux intégrales définies des fonctions sommables
les propositions relatives au caleul des intégrales multiples: nous
nous bornerons au cas de deux variables; nous désignerons par
m,(E) la mesure superficielle d'un cnsemble plan mesurable, par m,(E)
la mesure linéaire d'un ensemble de points sur un segment, et nous
dirons qu'un ensemble est mesurable (B) lorsqu'on peut lui appliquer
la définition de la mesure de F. Borel.

8i un ensemble plan est mesurable superficiellement (B), Vensemble
des points de  situés sur une droite quelconque du plan est mesurable
(B) linéairement; mais pour un ensemble plan E, mesurable sans étre
mesurable (B), il n'est pas certain que lensemble des points de E
situés sur une droite quelconque soit toujours mesurable, En fait,
cet ensemble est mesurable sauf peut-dtre pour un ensemble de droites
dont les points de rencontre avec une droite fixe forment un ensemble
de mesure nulle.

Cela posé, H. Lebesgue démontre une formule fondamentale de
réduction, dans laquelle @(z,y) est une fonction égale 4 la fonction
bornée f(z, y) en tous les points de I'ensemble E auquel est étendue
intégrale double et est égale & zéro pour les autres points du rectangle

DO<z<a, 0<y<h).

248) ,Si f est une fonction bornée non mesurable, H. Lebesgue définit 1'inté-
grale supérieure et lintégrale inférieure de cette fonetion: il existe une fonction
mesurable 4 telle que l'on ait toujours

>v
et dont l'intégrale est la limite supérieure des intégrales des fonctions mesurables
non supérieures 3 /. Llintégrale de v est Vintégrale supérieure de f. La dé-
finition de lintégrale inférieure est analogue. On ne connait d'aillcurs aucune
fonction non mesurable et l'on me sait pas si on peut en nommer une*

45, Foncti bl TFoncti sommab] 205

Voici cette formule:

a 5 a 1
,éﬁp(w, waxdy = f{ [o@ yay)ae - [ o, ¥)dy)do.
0 0 0 o
inf. inf. sup. sup.
8i tous les ensembles "
Ela <f<p]

sont mesurables (B), on a la formule classique

e SJo@vazay =/ (fo@ vay)as.

G. Fubini™®) a démontré que la formule (1) est applicable dans
tous les cas a condition de négliger au second membre les valeurs
de z pour lesquelles

b
ftp (z, y)dy
o

wexisterait pas, valeurs qui forment un ensemble de mesure nulle.

Avee la méme restriction, cette formule est valable pour une
fonetion non bornée et sommable.

La formule classique (1) s'applique aux fonctions continues par
rapport & ensemble des variables, aux fonctions des elasses de K. Baire
qui comprennent en particulier les fonctions continues par rapport &
chaque variable, Par exemple, si les fonctions ﬁ; et f,7, sont bornées,

elles sont sommables, et I'on a vy

1, 9) = 10, 9) ~ f(2,0) + (0, 0) = [ ff1 dwdy — [ (/ 12,dy)da.

De méme, si 22 o fp
dx dy

o
/f(rf: - Z;) dxdy=fpdx + gqdy,
2 24

le domaine D) étant limité par Ja courbe rectifiable C; on a de méme

.IQI.,/’(% + —g?R + g—f) dzdydz :-_/.[‘Adj/dz + Bdzdz + Cdzdy

éB 9C < 25
7y Z—d sont borndes %0).*

sont bornées, on a

1 o4
orsque -

249) [Atti R. Acad. Lincei Rendic. mat. (5) 16 T (1807), p. 608/14]. Voir
aussi Ch.J. de la Vallée Poussin [Acad. Belgique, Bull. classe sc. 12 (1910), p. 768/98],
E. W. Hobson [The theory of functions of a real variable, Cambridge 1907, p. 421;
Proc, London math. Soc. (2) 8 (1910), p. 22/39]. Dans ce dernier mémoive F. W,
Hobson s'occupe du changement de variables pour les intégrales doubles. Voir
encore I. Lichtenstein [Nachr. Ges. Gott. 1910, p. 468/751.*

230) ,P. Montel, Ann. Ee. Norm. (3) 24 (1907), p-285. II suffit pour la validité
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46. Dérivées partielles. Soient p et g les dérivées partielles
par rapport & 2 et & y d’une fonction f(x,4); si p et g sont con-
ép 4 01 s es
9y et P continues, on a

tq_¢p
1) éx dy

tinues et admettent des dérivées

pour tous les points du domaine D ot les conditions précédentes sont
remplies.

Dans le cas oil, p et ¢ demecurant continues, on sait seulement
que les dérivées % et (ég existent, par quelle relation doit-on rem-
placer Péquation (1)? En d'autres termes, quelles sont les conditions
nécessaires et suffisantes pour que l'expression

pdz + qdy
soit la différentielle totale d'une fonction f(r,y) et comment déter-
miner cette fonction?

On peut considérer ce probleme comme une extension au cas de
deux variables de celui des fonctions primitives. Considérons le rapport

(g, I ) = [EER YLD T 0 fory B A 9)

et les rapports

py+H—ply  teth—g@)
k b

Ces trois rupports ont méme borne supcriewe et méme borne infeérienre
dans tout domaine D, c'est-d-dire lorsque les quatre nombres @, y, &, k
varient de manicre que les deux points (z,%) et (z 4k, y +k) ne
sortent pas du domaine D. Il résulte de la que ces rapports ont, en
chaque point, méme maximé et méme minimé. Il en résulte que les
nombres dérivés de p par rapport & y et les nombres dérivés de ¢
par rapport & 2 ont méme borne supérieure, méme borne inférieuve,
méme oscillation en chaque point; en particulier, ces nombres dérivés
sont continus ou discontinus en méme temps; en un point ot ils sont
continus, les dérivées gi et gg existent eb sont égules.

Supposons, seulement pour abréger le langage, que 5;1 et gi existent
dans tout le domaine D: en un point ot Lune est continue, Iautre

de la premicze formule, par exemple, que les nowbres dérivés de p par rapport
&y et de ¢ par rapport & z soient finis ot sommables euperficiellement. Dans
le premier membre, on néglige alors les points pour lesquels ;i ou g—z n'existent
pas [ef. Ch. J. de la Vallée Poussin, Acad. Belgique, Bull. classe sc. 12 (1910), p. 790];
L. Tonelli |Atti R. Accad. Lincei Rendic. mat. (5) 1811 (1909), p. 246/53] u étudié
Tintégration par parties pour les intégrales doubles.*
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Test aussi et lui est égale; en un point o elles sont discontinues,
elles ont méme oscillation (et en outre méme borne supérieure et
:

o
méme borne inférieure). Par exemple, pour la fonetion zy 2,_’_3?,
les dérivées p et g sont partout continues, les dérivées % et —Z—:; sont

continues sauf & lorigine, ot leur borne supéricure est + 1 et leur
borne inférieure — 1. ) N
Réciproquement: si les fonctions borndes 5{ et ;—Z sont intégrables
of ont mime borne supéricure ¢t méme borne inférieure dans fout do-
maine I intériewr & D, p et q sont les dérivées partielles d'une méme
fonction f(x,y) en chaque point de D). Cette fonction est
-'f»!’
fla, y) = [pdz + ady,
Zoy Yo
l'intégrale étant prise le long dun chemin rectifiable qui unit @, ¥,
4 7,y sans sortir du domaine D.
Supposons maintenant que les fonctions da, o2
~upP q a0’ By
ne soient pas nécessairement intégrables; on a alors la proposition

; bornées dans D),

suivante: lorsque p et q admettent des dérivies gi et gp bornées dans
D, powr que ces fonctions soient les ddrivées partielles d'une fonction
flw, y), il faut et il suffit que Vensemble des points de D ou gi et
‘g]? sont différents soit de mesure nulle dans D.

Par exemple, la fonction

n=+o
N 1 -
flz,y) =2p o(x — e, ¥ — By
n=1

dans laquelle @(z,y) teprésente la fonetion préeédemment introduite
et (a,, f,) un point de coordonnées rationnelles comprises entre O et 1,
est continue et admet des dérivées partielles continues; en tous les
points de coordonnées rationnelles situés dans le carré

0<a<l, 05y <1
Ea'rigfilfrwees a: et 7‘3 sont inégales.

251) ,On peut remplacer daps cet ¢noncé les dérivies Zi et 75177 par des
nombres dérivés; mais puisque ces nombres dérivés sont bornés, les dérivies
existent, sauf peut-itre pour up ensemble de points de mesure nulle. Voir aussi,
pour ces questions, 1. 4. Schwarz [Verh. Schweiz. Naturf. Ges. 56 (1873), éd. 1874,
P.259/70; Archives sc. phys. nat. Genéve 1873, p. 38/44, 242; Math. Abh. 2, Berlin
1890, p. 275/84], J. Thomae [Einléitung in die Theorie der bestimmten Integrale,
Halle 1875, p. 28], ©. Dins [Lezioni di analisi infinitesimale, Pise 1877/8, p. 1221,
A. Timpe [Math. Ann. 66 (1908), p. 310/2).*
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Si I'on suppose seulement que les dérivées S—g et g;

Vensemble des points autour desquels ces fonetions ne sont pas bor-

sont finies,

nées est un ensemble I, fermé non dense; gél et 2‘; sont égales, sanf

peut-étre pour un ensemble de points dont la mesure ne dépasse pas
celle de H.

8i les fonctions piz, y) et q(z, y) sont, la premiére i variation
bornée en y, quel que soit 2, la seconde i variation bornée en z,
quel que soit y, on peut encore affirmer que Uensemble des points ou
? 2
ie < 5y
suffit pour que p ct g soient les dérivées partielles de la fonetion *%)

sont inégales est de mesure nulle, et que cette condition

oY

(@, y) = fpde + gdy.
o3 Yo
Enfin, si I'on se borne & supposer que 53 et 25 existent, on peut

seulement affirmer que l'ensemble des points out ces dérivées sont égales
est un ensemble partout dense, car, ces fonctions étant toutes deux de
la premitre classe de R. Baire, il y a, dans tout domaine, des points
ol elles sont I'une et Iautre continues et par conséquent égales %95 *

47. Dérivation des intégrales indéfinies. La dérivation des inté-
grales indéfinies des fonctions de plusieurs variables a ét6 récemment
étudiée par G. Vitali et H. Lebesque®™).

G. Vitali prend pour intégrale indéfinie d'une fonction sommable
(2, y) la fonction

1@ 9) =f fole, ydzdy
0 0

et considere le rapport #(z, y, k, k) attaché a la fonction f Siketk
tendent vers zéro par valeurs positives, on définit deux des nombres

252) 11 suffit méme de supposer que les nombres dérivés de q par rapport
& x et de p par rapport & ¥ sont finis et sommables superficiellement [ef. Ok, J.
de la Vallée Poussin, Acad. Belgique, Bull. classe sc. 12 (1910), p. 792]*

253) ,P. Montel, Ann. Ec. Norm. (3) 24 (1907), p. 285. L. Lichtenstein [Situgsh.
Berliner math. Ges. 9 (1910, p. 84/100] a démontré que p et ¢ sont les dérivées
partielles d’'une méme fonction si, en posant

") = 1 [46 + hg) = ale, ) — p(e,y £ B+ 22, ],

7(k) est bornée et a pour limite zéro avee h.*
254) . Vitali [Atti Accad. Torino 48 (1907/8), p. 244]; H. Lebesgue [Ann.
Eo. Norm. (8) 27 (1910), p. 361/450].%

48, Intégration des équations aux dérivées partielles, 209

dérivés de f: si cos nombres sont égaux, f a une dérivée au point (z, ¥).
G. Vitali démontre que £ admet @ pour dérivée sauf pour un ensembls
de points de mesure nulle.

Les définitions et les résultats de H. Lobe: sont plus généraux
et indépendants des axes de coordonnées choisis. [L/intégrale d’une
fonetion sommable ¢ dans un ensemble mesurable F permet d’attacher
4 cet ensemble ¥ un nombre F(F), fonction de l'ensemble E. Cette
fonetion F(E) est Uintégrale indéfinie de . Clest une fonction d'en-
semble, additive, & variation bornée, absolument continue, et ces pro-
priétés caractérisent; les intégrales indéfinies. La dérivée de la fonetion
F'(E) au point P sera définie par la méthode de V. Volterra: on forme
le quotient ;;Eg;
contenant P, et I'on cherche la limite de ce rapport lorsque toutes les
dimensions de F tendent vers zéro: cette limite est la dérivée de F'(E)
au point P. H. Lebesgue se sert d'une catégorie spéciale d’ensembles E
quil appelle une famille régulicre d'ensembles. Dans ces conditions, la
dérivation est I'opération inverse de l'intégration, sauf peut-dtre pour
un ensemble de points de mesure nulle. H. Lebesgue étudie aussi la
dérivation par rapport & une variable lorsqu'on fixe les axes de co-
ordonnées et la possibilité pour la fonction d’admettre une différentielle
totale.*

48,  Intégration des équations aux dérivées partielles. Les
raisonnements utilisés dans lintégration des équations aux dérivées
partielles supposent la continuité des dérivées que Uon emploie. R.Buaire
s'est proposé le probleme suivant: rechercher les fonctions assujetties
seulement aux conditions nécessaires pour que les éléments qui entrent
dans une équation donnée aient un sens et vérifient cette équation,
Prenons par exemple 'équation

ptaq=

il faut trouver une fonction f(x, y), continue par rapport i chacune
des variables et admettant des dérivées partielles p et ¢ dont la somme
est nulle. R. Baire a montré que si Pon suppose f(z, y) continue
par rapport & l'ensemble des variables (z, y), la solution est fournie
par une fonction continue quelconque de z — y, ot a étendu ses ré-
sultats an cas dune équation linéaire d'un nmombre quelconque de
variables %5) *

» m(E) désignant la mesure de I'ensemble mesnrable E

0

)

265) ,R. Baire [C. B. Acad. sc. Paris 126 (1898), p. 1700/8], [Ann. mat. pura
appl. (8) 3 (1899), p. 101]. Voir aussi L. Montel [Ann. Ec. Norm. (3) 24 (1907,
p. 297]*
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Développements en séries.
Exposé par M. FRECHET (PoiTizgs).
Séries de fonctions d'une variable.

49. ,Les séries uniformément convergentes de fonctions con-
tinues. Considérons une série dont le terme général w (z) est une
fonction réelle de la variable réelle z. Supposons tous les termes de
cette série définis pour toutes les valeurs de z contenues dans un
certain intervalle I (limité ou non) et bornons-nous au cas ou la série
est partout convergente dans I Soit alors 8,(z) la somme

8, (@) = uy() + u () + - - + w,(2)
et S(z) la somme

S(z) = lim 8, (x)

de la série
u (@) + wel2) + - (@)

Une question trés importante est de déterminer parmi les pro-
priétés communes aux fonctions S,(z) quelles sont celles qui se eon-
servent 2 la limite, c'est-a-dire qui appartiennent & S(z); oum, sous
une autre forme, de déterminer quelle espece de convergence il faut
imposer & la série pour quune propriété commune aux fonctions S, (x)
appartienne aussi & S(z).

La question ne s'était pas posée aux anciens analystes d’une
fagon aussi claire, parce qu'on était porté a admettre que toute pro-
priété commune aux termes d’une suite se conservait i la limite. Il
st facile de montrer par un cxemple quil n'en est pas ainsi. En
effet, considérons la suite, convergente pour toute valeur finie de w,

1

folz) ==, fi(2)= falz) =
elle est formée de fonctions partout continues et cependant sa limite
(6gale & O pour =0, & —1 pour <0, & + 1 pour x> 0) est
discontinue pour £ = 0. En premant
(@) = 15(5), w (@) = fi(@) — fole)s - 0. (2) = (&) = oo (@) o
on voit qu'une série convergente de fonctions continues peut avoir
une somme discontinue.

La question s'est donc posée de savoir i quelles conditions la

continuité des termes d'ume série convergente entraine la continuité
de la somme.

49. Les séries uniformément convergentes de fonctions continues. 211

(+. (. Stokes®®) et L. Seidel®") obtinrent une condition suffisante
par Vintroduetion de la convergence uniforme. Montrons en quoi elle
differe de la convergence ordinaire.

Si, avee les notations précédentes, la série
M ) () )+
est partout convergente dans l'intervalle I, on peut poser

7,(2) = 8(x) — 5,(2),
et & tout nombre &>>0 on peut faire correspondre un entier u tel
gue Vinégalité n > p entraine
r.(0)) <e.

Mais ce nombre g peut évidemment varier quand on passe d’'une
valeur de z & une autre. Si Pon appelie u(z) la plus petite des va-
leurs de g qui satisfont & la condition précédente quand z et & sont
donnés, on voit que la fonetion p(z) est partout finie dans 'inter-
valle I; mais il n’y a pas de raison pour quelle soit bornée dans I
pour chaque valeur fixe de .

Par exemple, prenons avec I. Bendixzson®®)

(1
H_”':%) r=0,1,2...)
dans Vintervalle (0, 1). La série (1) est alors convergente vers 1 et
1

Sa) =2 +

Pon a, pour 2 —1— -

\ v 1
[ (J)l=;(1—7)+ §1>;2»
Si done on prend
t<%:
on voit que Yon a
1
s(1-3)z»

u(z) peut ainsi prendre des valeurs aussi grandes que l'on veut
dans Vintervalle 1.

Nous dirons que la convergence est uniforme dans Fintervalle I si
pour chaque valeur de & la fonction w(z) correspondante est bornée.
Cela revient & dire qu'on peut prendre pour le nombre p défini précé-
demment une quantité qui ne dépend que de & et non plus de z.

256) ,Traps. Cambr. philos. Soc. 8 (1842/9), ¢d. 1849, p. 533/83; Papers 1,
Cambridge 1880, p. 236/85.*

257) ,Abh. Akad. Miinchen 5 (1847), Abt, 11 (1848), p. 381/93; W. Ostwald,
Klassiker der exakten Wissenschaften, n¢ 116, Leipzig 1900.*

268) ,I. Bendizson, Ofversigt Vetensk.-Akad. forhandl. (Stockholm) 54 (1597),
P. 605227
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En se servant du théoreme sur la convergence da & A. L. Cauchy on
peut encore dire:

Une série (1) est uniformément convergente dans un intervalle I
(limité ou nom) si 4 tout nombre ¢ > 0 on peut faire correspondre
un nombre N tel que Uinégalité » > N entraine dams fout Uintervalle I

|8 1p(2) — B (2) | < ¢
quel que soit V'entier p.

Cette notion de convergence uniforme intervient dans un grand
nombre de questions. L'une des applications les plus importantes est
la suivante:

La somme dune série comvergente de fonctions uniformément con-
tinues dans un intervalle I (limité ou nom) est aussi wniformément con-
tinue dams I, quand la convergence de cette série est untforme dans 1%,

Llexemple de I Bendizson cité plus haut montre d'ailleurs que
la réciprogue n'est pas vraie*

50, Le théoréme de Weierstrass. Lorsqu'une série est uni-
formément convergente dans un intervalle I, Perreur faite en rem-
plagant sa somme S(z) par la somme des premiers termes 8,(%) est
bornée dans Pintervalle I. 11 est donc avantageux pour les applica-
tions de pouvoir exprimer une fonction sous forme de série uniforms-
ment convergente de fometions plus simples. Nous ne citerons que
les deux résultats suivants:

1°) Toute fonction continue dans wn infervalle I limité peut itre
développée en une série uniformément et absolument convergente de poly-
nomes *°),

Appelons somme trigonométrique limitée (dordre u) toute ex-
pression de la forme
(1) #y + u, cos z + vy sin & + u, cos 2z 4 vy 8In 22 A -

-+ u, cos nx 4 v, sin nx,
Ol g, Uy, ¥y, Uy, ¥y, ..., U, v, sont des constantes arbitraires.

2°) Toute fonction continue et de période 2x pewt étre développée
en une séric unifor
métriques Limnitees.

La premitre proposition est due i X. Weierstrass®"). Plusieurs
démonstrations en ont été donndes. Les unes, comme celles de

t el i i convergente de sommes trigono-

259) ,Quand T est limité, on peutl remplacer la continuité uniforme par la
continuité (extrémités de I comprises).*

260) ,Si I est illimité, on pourra s'arranger pour que la série soit absolu-
ment et uniformément convergente dans tout intervalle fini de I.*

261) ,Sitzgsb. Akad. Berlin 1885, p. 638, 797; Werke 3, Berlin 1903, p.6/7, 18.%
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H. Lebesque®®) et de M. G. Mittag-Leffler®®), sont de nature &lémen-
taire. Les autres, comme celles de E. Picard %), M. Lerch*5) et
V. Volterra®®) font usage de la représentation en séries trigonométri-
ques. Enfin les méthodes de K. Weierstrass®®) et de K. Landaw®)
utilisent la méthode des intégrales singulibres qui a été ensuite systé-
matiquement développée par H. Lebesgue®),

lLa méthode de K. Weiersirass est simple et peut étre utile dans
d'autres questions. Elle repose sur Iemploi de la formule

to
ﬁ* *dt =Vm.

La propriété la plus essentielle de cette intégrale est que, étant
donné le nombre @ >0, on peut toujours trouver A4 tel que pour
a> A4

=
Je“’dt(m.

On démonire alors que Pexpression

xe (i“’)"
Wz, k) = ]Tl.;‘jf(u)r,’ 7 du

v

tend uniformément vers la fonction donnée f(x). 11 suffit pour cela
de prouver que lintégrale n'est pas changée sensiblement quand on
prend pour limites d’intégration —/ et + k, & et & étant suffisamment
. h

petits (avec k< 2)-

On remplace ensuite la fonction entitre de z, Wz, k), par les
premiers termes de son développement en série de Maclaurin.

Tout récemment F. Landaw®") a simplifié la méthode de K. Weicr-

262) ,Bull. sc. math, (2) 22 (1898), p. 278/87.%

263) ,Rend. Circ. mat. Palermo 14 (1900), p. 217/24.%

264) ,Traité d’Analyse, (1% éd.) 1, Paris 1891, P. 268; (2¢ éd.) 1, Paris 1901,
p. 278.%

265) Rozpravy teské Akad. 1 (1892) II, mém. n° 53; 2 (1898) II, mém. n* 9.*

266) ,Rend. Circ. mat. Palermo 11 (1897), p. 83/6.*

267) ,Sitzgsb. Akad. Berlin 1885, p. 633/9, 789/805; Werke 3, Berlin 1903
p. /37.*

268) ,Rond. Circ. mat. Palermo 25 (1908), p. 357/45.*

269) ,Ann. Fac. sc. Toulouse (3) 1 (1909), p. 25/116, 119/28.%

270) ,E. Landau**) indique lui-méme qu'il doit 1idée de la simplification
quil 2 apportée & la démonstration de K. Weierstrass & une remarque de 7..J.
Stieltjes [Correspondance d’Hermite et de Stieltjes, publ. par B. Buillaud et
H. Bowrget 2, J'aris 1905, p. 3379)"
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strass en remplagant lintégrale ¥(z, k) par lintégrale

f‘['(it)[]. —(— x)*"du
L, (z) = %—q————-
‘(‘(1 —utydu
b

ui, dans Tintervalle (U, 1), tend uniformément vers la fonction f(z)
supposée continue quand n croit indéfiniment. Or cette intégrale est
évidemment un polynome en 2.

Dans d'autres méthodes, on montre d’abord que l'on peut con-
sidérer la courbe représentative de la fonction continue donnée comme
la limite d'une ligne polygonale inscrite dont la longueur maximée
des cotés ténd vers zéro. On est alors ramené au cas ou la courbe
représentative est elle-méme polygonale.

Pour démontrer le théoreme dans ce cas, V. Volterra utilise la
représentation d'une fonetion périodique continue ayant un nombre
fini de maximés et de minimés par la série de Fourier. On peut aussi
employer pour ¢cc méme cas des méthodes clémentaires. On remarque
que la fonction représentée par la ligne polygonale est une combi-
paison simple de fonctions du premier degré et de fonctions ana-
logues & une fonction «(x) égale & 0 pour x>0, i 1 pour z < 0
et finie powr # = 0. Il suffit alors de remplacer «(z) par un poly-
nome qui en approche autant quon le veut, sauf peut-étre dans un
petit intervalle entourant x =0, olt elle reste finie. C. Runge®™) et M. G-
Mittag-Leffler®™) donnent des représentations difiérentes de ().

Enfin la méthode suivante parait la plus rapide quand on connait
Je théoreme (2°) cité plus haut. Ce n'est d'ailleurs qu'une simplification
de la méthode de V. Volterra. Appelons ¢(z) une fonction dont la
courhe représentative coineide avec celle de f(2) dans l'intervalle T et est
symétrique par rapport & la premiére ordonnée de I. Ce sera une fone-
tion continue périodique. Soit © sa période clest-i-dire le double de la
longueur de l'intervalle 1. D'aprés le théoreme (2°) on peut représenter

@(x) par une série de sommes trigonométriques limitées de la forme
ke

obtenue en remplagant dans (1) @ par Chacune de ces sommes
est une fonction entibre qu'il suffit alors de remplacer approximative-
ment par les premiers termes de son développement.

Le théoreme de Weierstrass est d’'ume grande importance non
seulement au point de vue pratique de linterpolation, mais en ce
quil fait apparsitre ensemble des fonctions continues comme T'en-

271) ,Acta math. 7 (1885/6), p. 387/92.
279) ,Heud. Cire. wat. Palermo 14 (1900), p. 217/24.%

&
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semblc dérivé [n” 4] de Uensemble des polynomes (en ne considérant
que la convergence uniforme). On peut méme ¥¥) former une fois pour
toutes une série de polynomes telle qu'en groupant & chaque fois ses
termes de fagon convenable il soit possible de la faire converger uni-
formément vers n'importe quelle fonction continue donnée.

Les méwmes remarques sappliquent aux fonetions périodiques en
remplagant les polynomes par les somumes trigonométriques limitées."

51. ,Interpolation. Le théoreme de Weierstrass permet de rem-
placer une fonction continue quelconque par un polynome qui en
differe aussi peu que l'on veut dans le domaine d'existence.

Pour les applications, il serait utile d’avoir une formule générale qui
fit connaitre le polynonie connaissant la fonetion et Verreur maximée.
11 serait surtout important que cette formule ne nécessite pas la con-
naissance de la fonction tout entidre mais du plus petit nombre pos-
sible de points de sa conrbe représentative. Or la fonetion, étant con-
tinue, est déterminée par un ensemble dénombrable de ses points. 11
serait naturel dessayer de déterminer le polynome connaissant par
exemple un nombre assez grand de points d’abscisses rationnelles de
Ja courbe.

La wmanidre la plus simple parait étre de déterminer le poly-
nome par la condition de coincider avec la fonetion donnée pour un
nombre de valewrs de la variable suffisant pour calculer ses coeffi-
cients. La fonetion serait alors la limite de ce polynome quand la
longueur maximée (es intervalles successifs déterminés par ces valeurs
tendrait vers zéro. Les polynomes en question s'obtiendraient d'ailleurs
chacun immédiatement par la formule de Lagrange par exemple.

. Runge™), et indépendamment E. Borel*™), ont donné des exem-
ples qui montrent que cette méthode ne peut conduire au résultat
cherché, Ainsi (! Runge a montré que si I'on calcule un polynome

P,(2) de degré n, coincidant avec la fonction continue TR ME ex
trémités successives de n divisions égales de lintervalle (— 5, +5),
non seulement quand » croit indéfiniment ce polynome ne tend pas
dans tout cet intervalle {(— 5, - ), mais

1
iT
encore il diverge en dehors de Iintervalle (—3,63 .. + 3,63 ...)

nécessairement vers

213 , M. Ficchet, Rend. Cire. mat. Palermo 22 {1906), p. 36.%

274) ,C. Runge, Z. Math. Phbys. 46 (1901}, p. 229; voir aussi Ch. Méray,
Ano. Ee. Norm. (3) L (1884), p. 165/76; Bull. sc. math. (2) 20 (1896), p. 266/70;
H. E. Heine, 1. reine angew Math. 89 (1880), p. 19/39.*

275) ,E. Borel, Legons sur les fonctions de variables réelles, Paris 1905,

p. 15
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E. Borel®™®) a réussi & obtenir une formule d'interpolation (par
des polynomes) qui converge toujours. D'une fagon précise, on peut
former une fois powr toutes des polynomes P, .(®) qui jouissent de
la propriété suivante:

Etant donnée une fonction f(z) définie et continue entre 0 et 1,
on a

fla) =lim S'f(£)p, (2
e
et la convergence est uniforme de 0 & 1.
On voit qu'on peut prendre comme polynome approché le polynome
p=r
VN
2 ()20
=0
qui est déterminé connaissant seulement les valeurs de f(x) pour les
abscisses
12 v—1

0, = =, I20, 1
v o v

En employant 1a méwme méthode on peut former ume fois poui
toutes des suites trigonométriques limitées 8,,,(0) telles que, si ¢(8)
est une fonction continue de période 27, on ait

(6) = lim le (*24)5,,,(0),

uvec convergence uniforme?’?).

De plus, non seulement on prouve Ia possibilité de la formation
des S, (6) et des P, (@), mais encore on peut en donmer des ex-
pressibns effectives simples.

Telles sont celles qui ont été explicitement écrites par M. Potron®®)
et M. Krause®™®) pour les L, (%) et par M. Fréchet*™) pour les 8.6

H. Lebesyue®) indique en outre des méthodes générales pouvant
fournir les unes et les autres.

276) ,Legons sur les fonctions de variables réelles, Paris 1905, p. 80.%
277) M. Fréchet, C. R. Acad. sc. Paris 141 (1905), p. 818/9. La formule sub-
siste quand
¢(0) ot g2
sont inégeux, mais alors la limite du second membre pour 6 =0 on f =2 est

20+ 9@n)
B

et la convergence n'est uniforme que dans tout intervalle intérienr a (0, 2z,
Une erreur d'impression a été rectifiée . R. Acad. sc. Paris 141 (1905), p. 875.%
278) ,Bull. Soc. math. France 54 (1908}, p. 52/60.*
279) ,Ber. Ges. Lpz. 58 (1906}, math. p. 2/18.*
280) ,Ann. Fac. sc. Toulouse (3) 1 (1909), p. 108.%
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La formule de E. Borel donne une solution complete du probleme
de I'interpolation. Ce w'est pas la seule possible et 'on peut se de-
mander si on ne pourrait en trouver une meilleure que toutes les autres.
On peut entendre le mot meilleure de plusieurs fagons. Par exemple,
il serait intéressant de echercher si, parmi tous les développements
dune fonetion continue f(x) en séries de polynomes ot les polynomes
ont des degrés successifs donnés, il en est un qui converge plus
rapidement que les autres.

Cette question a 66 résoluc affivmativement au moyen d'une
méthode due 3 P. L. (}ebyéé'vz“) et perfectionnée par P. Kirchen-
berger®™?), puis généralisée par E. Borel et L. Tonelli*®®). On obtient
ainsi la proposition suivante: étant donnde une fonction f(z) continue
dans un intervalle limité I, il existe pour chaque valeur de l'entier »
un polynome de degré » au plus

7.(2)
et un seul tel que la valenr maximé de 1f(#) — T,(z) dans Vinter-
valle I soit inférieure & celle quon obtient en remplagant 7, (%) par
tout autre polynome de degré » aun plus. On a alors
f(@) = lim T, (2),
v==

avec convergence uniforme dans lintervalle I De plus, si V.(2) est
le polynome de degré n qui remplace 7, (z) quand on considére Ja
fonction continue g(z) au lien de f(x) et si g() tend uniformément
vers f(z), on démontre que les coefficients de V,(2) tendent respec-
tivement vers ceux de 7,(x). De sorte que pour n fixe la corres-
pondance entre f(z) et T,(x) est continue.

M. Fréchet™) et J. W. Young®™) emploient la méthode de P. I,
Cebysic en prenant d'antres fonctions que des polynomes pour approcher
d'une fonction continue, par exemple en prenant des suites trigonomé-
triques Ilimitées. Ils montrent ainsi que:

si @(6) est une fonction continue de période 27 et ¥ un entier

281) ,Sur les questions de minimés qui se rattachent i la représentution
approchée des fonctions, Bull. Acad. Pétersh. (2) 16 (1858), col. 145/9; Mém. Acad.
Pétersb. (6) 9 sc. math. phys. nat. (1859), [désigné aussi comme (6) 7 se. wmath,
phys. (1859)], p. 201/91 [1857]; Mélanges math. astron. Pétersb, 2 (1858/9), p. 5336
(Euvres 1, St Pétersbourg 1899, p. 275/378, T04/10.*

282) ,Diss. Gottingue 1902.*

283) ,E. Borel, Legons sur les fonctions de variables réelles, Paris 1905,
- 82/92; L. Tonelli, Ann. mat. pura appl. (3) 15 (1908), p. 47/119.*

284) ,C. R. Acad. sc. Paris 144 (1907), p. 1245 Veir aussi le développe-
wment de cette note: Ann. Ee. Norm. (3) 25 (1908), p. 43/56.%

286) ,Trans. Amer. math. Soc. & (1907), 7. 85144
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quelconque, il ¥ a une somme trigonométrique d'ordre v, T, (8), qui
gapproche plus de @(f) (au sens de P. L. (ebysév) que toute autre
somme trigonométrique d'ordre ». M. Frechet remarque de plus

1°) que la correspondance ainsi Gtablie entre @(6) et T,(0) est
continue (an sens indiqué plus haut);

2°) que les coefficients de T,(0) tendent respectivement et uni-
formément vers les coefficients de Fourier de ¢(6) sans leur &tre égaux
en général;

3°) qu'ils ne sont pus non plus égaux aux coefficients des sommnes
de Fejér [n° 61, 3°| et ne sont méme pas déterminés uniquement par
les sommes de Fejér de méme rang.

En sorte qu'on a une représentalion unique de toute fonction com-
tinue périodique @ (0) par une série de trig % imitres,
qui converge uniformeément vers @(0) plus rapidement que lrs séries
correspondantes de Fourier ow de L.

Il faut remarquer que cette conclusion ne serait plus nécessaire-
ment exacte si on définissait d’une autre maniere que P. L. Cebystv ce
quon entend par fonction la plus rapprochée. Par exemple, si lon
mesurait lerreur commise en remplagant g(6) par une somme tri-
gonométrique /,(0) d'ordre v par la quantité

iques 1

bEd
(o) — F.(OF10,
;

la somme trigonométrique Wordre v la plns rapprochée de @(f) serait
eelle qui a pour coefficients les coefficients de Fourier de @(6). Mais
si cutte définition se préte mienx au caleul que celle de P. L. Cebysie,
elle st moins naturelle (puisquen particulier, si Terreur ainsi définie
tend vers zéro, F.#) ne tend pas nécessairement vers g{ ) pour toute
valeur de )7
52. ,Convergence quasi-uniforme. Nous avons remarqué [n° 49
que la convergence uniforme d'une série de fonctions continues n'est
pas nécessaire pour la continuité de la somue. Pour trouver une con-
dition nécessaire, il fant desserrer pour aiusi dire la condition d'uni-
formité. En introduisant la convergence wniforme simple, U. Dini®)
a bien obtenu une condition suffisante plus large que la convergence
uniforme proprement dite: mais cette condition n’étant pas encore
névessaire, nous ne nous y arréterons pas
est (1, Arzeld®7) qui a le premier réussi a obtenir la vondition

286) ,Fondamenti®>), p. 103; trad p. 137 (@ 91).%
287T) ,C. Arzeld, Memorie Ist. Bologna (5) 8 (1899/1900), p. 135.%
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cherchée. Elle consiste en ce qu'il appelle la convergence uniforme
& tratti“ que nous nommerons avec E. Borel la convergence quasi-
uniforme.

Nous dirons qu'une série de fonctions converge quasi-uniformeément
Jdans un intervalle I limité si

1°) la série est convergente dans I:

2) & tout nombre £>0 et i tout nombre N on peut faire
correspondre un nombre N'2> N tel que pour chaque valeur de z
de Vintervalle I, il existe un entier 2, compris entre N et N’ tel que
Ton ait

L7, (2)} <&
La démonstration de C. Arzela®™) a été simplifiée par E. Borel®®)*

33. ,Les fonctions limites de fonctions continues. Nous avons
vu [n° 49] qu'une série de fonctions continues peut converger vers une
fonction discontinue. La question se pose alors de savoir si une telle
fonction jouit de propriétés spéciales, si elle fait partie d'une classe
particuliere dans l'ensemble des fonctions d'une variable Cette question
a été compléetement résolue par R. Baire. Pour énoncer ses résultats,
donnons d’abord une définition.

Supposons qu'une fonetion f(z) soit définie an moins en tous les
points d'un ensemble parfait [n° 4} de points E. Nous dirons gu'elle
est continue en un point z, de E relativement i E si f(z) tend
vers f(z,) de quelque maniére quun point z de E tende vers .
Nous dirons ensuite quune fonetion qui w'est pas continue en tout
point de E est ponctuellement discontinue velativement & E si, au voisi-
nage (aussi étroit que I'on veut) de tout point de F, il v a des points
de E ot la fonction est continue relativement & F.

Ceci étant, R. Baire®™) démontre le théoreme général suivant: la
condition nécessaire eb suffisante pour qu'une fonction uniforme dis-
continue puisse étre représentée sous la forme d'ane série conver
gente de fonctions continues est que cette fonction soit ponctuellement
discontinue sur tout ensemble parfait. Des démonstrations différentes
ont été données par H. Lebesgue™).

Admettons ce théoreme: il est maintenant facile de prouver qu'on
peut définir une fonction qui ne peut é&fre somme d'une série de

288) , E. Bovel, Legons snr les fonctions de variables réelles, Paris 1905, p. 42.%

289} ,Sur les fonctions de variables réelles [Ann. mat, pura appl. (8) 3 (1809),
. 19/63].%

290) ,Démonstration d'un théoreme de Baire, dans E. Borel, Lecons sur les
fonctions de variables réelles, Paris 1905, p. 14955 (note II); Bull. Soc. math
France 42 (1904), p. 229/42.%
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fonctions continues. 11 suffit de former dans Vintervalle 0, 1) la
fonetion z(x) qui est égale 4 1 pour les abscisses rationnelles et & 0
pour les autres. Sur 'ensemble parfait E formé par l'intervalle entier
(0,1), il n'y a en effet ancun point de continnité relativement i .

Ainsi Tensemble des fonctions discontinues qui sont limites de
fonctions continues n’est quune partic de Tensemble des fonctions
uniformes qu'on peut définir. R. Baire a donc pu appeler les fone-
tions de cet ensemble fonctions de classe 1 , réservant aux fonctions
continues le nom de fonctions de classe 0.

I est dailleurs facile de voir que les fonctions discontinues qui
se présentent en général dans la pratique sont de premiére classe.
La plupart d’entre elles nont en effet qu'un nombre fini de diseon-
tinuités. H. Lebesgue™) a méme démontré divectement qu'une fonc-
tion f(z) définie dans wn intervalle I, od Lensemble de ses points de
discontinuité est dénombrable, peut &tre représentéc par une série de
fonetions continues convergente dans lintervalle I et méme wniformé-
ment dans tout intervalle intérienr & un intervalle de continuité.”

54. Les classes de fonctions de Baire. De méme qu'une
série uniformément convergente de fonctions continues a pour somme
une fonction continue, de méme une série uniformément convergente
de fonctions de premiére classe a pour somme une fonction de pre-
midre classe [ou de classe 0]%2). Mais, de méme encore que pour les
séries de fonetions continues, la proposition cesse d'étre vraie quand
il y a simplement convergence.

Par exemple®®) si 'on pose dans lintervalle 1)

fu(2) = lim (cos m!az)ir, 1(@) = lim 7, (),
P, =
on voit facilement que les £, () sont des fonctions de premidre classe
qui ont pour limite la fonetion y(z) signalée an ne 53, laquelle nest
ni continue, ni de premitre classe.

En généralisant, on est amené a la classification de R. Baire. Nous
avons défini les fouctions de classes 0 et 1; d’une fagon générale,
supposons qu'on ait défini les fonctions de classe inférieure & o; on
appellera fonction de classe « toute fonction qui peut étre obtenue
comme limite de fonctions de classe inférieure i «, mais qui n'est

291) ,Bull. sc. math. (2) 22 (1898), p. 278/87; autre démonstration de H. Lebesgue
dans E. Borel, Legons sur les fonctions de variables réelles, Paris 1905, p. 97,8,
Voir aussi . Borel [C. R. Acad. sc. Paris 187 (1908), p. 908/5; Legons sur les
fonctions de variables réelles, Paris 1905, p. 95].*

292) ,R. Baire, Legons sur les fonctions discontinues, Paris 1905, p. 114.*

293) ,H. Lebesgue, J. math. pures appl. (6} 1 (1908), p. 140.*
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pas de classe inférieure & o On définit ainsi les fonctions de classe
0,1,2,...,2,... On peut méme appliquer cette définition exacte-
ment sous les mémes termes quand o est un nombre transfini [n° 5].
On voit alors quen particulier une fonetion de classe o [n° 5] sera
une fonction qui sans étre de classe finie est limite de fonctions dont
les classes sont finies, mais nécessairement non hornées.

Il reste bien entendn & montrer quil existe des fonetions de
toutes classes. Il est d'abord uisé de voir avee I, DBuaire®) que l'on
wépuise pas lensemble des fonetions uniformes en formant toutes les
fonetions dont la classe ne dépasse pas uu nombre (fini ou transfini)
« donné. En effet, la puissance du premier ensemble est supérieure
a celle du continu c'esi-i-dire 2 la puissance de Vensemble de toutes
ces fonetions de classe « Ceci prouve seulement qu'il existe des
fonetions ne rentrant pas dans la classification de R. Bare. Mais peut-on
les deéfinir effectivement, les nommer?

Un raisonnement tres simple de E. Borel ™) montre qu'étant donné
un nombre arbitraire « (fini ou transfini), on peut construire une fone-
tion bien déterminée qui est, ou bien de classe supérieure 4 &, ou
bien en dehors de la classitication de R. Baire. En modifiant con-
venablement ce raisonnement, I, Lebesgue a prouvé qu'on peut nommer
des fonctions de wimporte quelle classe (finte ow transfinic) donnde et
méme des fonctions échappant & la classification de R. Buire®®),

R. Baire a donné une propriété générale des fonctions qui ren-
trent dans sa classification. Toute fonction de classe déterminde est
ponctuellement discontinue sur tout ensemble parfait quand on néglige
les ensembles de premibre catégorie [ef. I 7, 17] par rapport a cet
ensemble parfait®"). Mais on ne sait pas si cette condition nécessaire
pour gu'une fonction rentre dans la classification de R. Baire est aussi
suffisante.

Une antre propriété générale est la suivante: cant dommde wne
fonction de classe quelcongue, il existe une série de polynomes qui con-

294) ,Ann. mat. pura appl. (3) 3 (1899), p. 71.*

295) ,Legons sur les fonctions de variables réelles, Paris 1905, p. 156,
note IIL.  En 1898, V. Volterra avait communiqué & R, Baire [of. R. Baire, Acta
math. 30 (1906), p. 47] un exemple de fonetion de classe supérieure & 2. En
1905, R. Badre avait montré [Acta math. 30 (1906), p. 47] qu'on peut former
effectivement une fonction de classe 3.*

296) ,H. Lebesyue, J. math. pures appl. (6) 1 (190%), p. 212, 214.*

297) ,R. Baire, C. R. Acad. sc. Paris 129 (1899), p. 1010/8. L'énoncé pré-
cédent est celui qui ést donné par H. Lebesgue, J. wath. pures appl (6) 1 (1903),
p. 184 (ol on trouvera les définitions qui le font comprendre, avec une nouvelle
démonstration).*
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verge rvers colle fonction, sanf pewt-ére en un ensemble de points de
mesure mulle™®).

H. Lebesque 2 donné des conditions nécessaires eb suffisantes pour
(wune fonction soit d'une classe déterminée «9), Il a prouvé aussi
que pour quune fonction () appartienne 1 la classification de R. Buire,
il faut et il suffit quelle soit mesurable B, cest-i-dire que, quels que soient
les nombres u et v, Vensemble des points .« o Yon a

el <
soit mesurable 13 |voir n® 2017

55. ,Convergence en moyenne. Soit 2 Pensemble des fonctions
dont le carré est sommable dans Pintervalle (a, b). Sif(z), () appar-
tiennent & K, f(z) — @(z) appartient aussi & 2 et Yon peut appeler
dewt de f(z) et de @(x) l'expression

l/, (i@ — pla e,

E. Fischer™) dit quune suite de fonctions de £
(n fu(@y, fol@), oo ful@), oo-

converge en moyenie lorsique Pécart de fu(a) et de f,, (z est, quel

que soit p, infiniment petit avee -.- Et il démontre qu'il existe

alors dans £ une tonetion
fx)

208) , M. Fréchet, Thise, Paris 1906, p. 17. Antérieurement, 1, Lebesque [Math.
Aun. 61 (1905), p. 251/80] a montré que les sommes q, de L. Fejér [n° 61, 3%
convergent vers la fonction, sau! peut-dtre pour un ensemble de points de mesure
nulle [On en déduit immédiatement une détermination cffective d'une série de
polynomes répondant i T'énonec]. P. Fatow [Acta math. 30 (1906), p. 335/400)
est arrivé A un résultat analogue par lintégrale de Poisson. Enfin F. Riesz
{Jahresb. deutsch. Math.-Ver. 17 (1908), p. 196/211] a montré que les polynomes
L,() de E. Landau {n° 50] convergent méme quand f(z) est une fonetion som-
mable, la convergence cessant peut-gtre aux points d’un ensemble de mesure nulle.
Parmi les points de convergence s trouvent tous les points de continuité. Toutes
ces démonstrations, sauf la premiére, reposent sur le fait qu'une intégrale indéfinie
admet la fonction intégrée comme dérivée sauf peut-ttre pour uu ensemble de
mesure nulle. H. Lebesgue u montré enfin[Ann. Fac. sc. Toulouse (3)1(1909), p.86:101]
que ces résultats découlent tous d'un critére général applicable aux intégrales
singulitres de K. Weierstrass, S. D. Poisson, E. Landaw, Ch.J.de la Vallée Poussin.
La démonstration de M. Fréchet repose, au contraire, sur une propriété générale
des séries & double entrée.”

299) , H. Lebesgue, J. math. pures appl. (6) 1 (1905), p. 168/79.

300) ,C. R. Acad. sc. Paris 144 (1907), p. 1022'4, 1148/61.%
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vers laguelle la suite converge en moyenne, clest-ii-dire telle que l'écart
de f(z) avec f,(«) est infiniment petit avee -

H. Weyl®!) démontre en outre que lon peut choisir f(z) de
maniére qu'une suite partielle extraite de la suite (1) converge uni-
formément vers fix) dans un ensemble de points de Iintervalle (u, b)
dont la mesure differe aussi peu que lon veut de b — ot

56. Mosure de la convergence. On peut dire, avec H. Lebesgue,
(u'une série converge presque partout dans un intervalle (a, b), si
Tensemble des points odt elle ne converge pas est de mesure nulle.

E. Bord™) a démontré que, si une série de fonctions mesurables
converge presque partout dans un intervalle (a, b), la mesure de
Yengemble des points ol le reste de rang n de la série est en valeur

absolue supérieur 2 un nombre arbitraire &, tend vers zéro avec ;1,
Ce théoreme peut &tre considéré comme un cas particulier du théo-
reme suivant de D. 7. Egoroff®®) qui I'a déduit du théoréme de E. Borel:
Si unme série de fonctions mesurables converge presque partout
dans un intervalle, on peut enlever de cet intervalle un ensemble de
mesure 7 aussi petite que l'on veut, tel que la série converge uni-
formément dans Pintervalle complémentaive.”

57. .Les fonctions représentables analytiquement. Depuis G. Le-
Jjeune Dirichlet et B. Riemann, on s'accorde assez généralement & con-
sidérer un nombre y comme fonction uniforme de la variable #, quand
3 toute valewr de @ correspond une valeur de y, sans qu'on se préoceupe
du procédé qui sert a définir la correspondance. Si cette définition
est généralement admise, beaucoup de mathématiciens considerent
cependant comme plus naturelles les fonctions qui sont déterminées
par des correspondances analytiques. Par exemple, on étudiera plus
volontiers la fonction de l'argument déterminée par les valeurs d'une
séric de Maclawrin sur son cercle de convergence que les fonctions
discontinues formdes a priori. Il était intéressant d’élucider la question
de savoir si cette distinction correspond a une réalité.

I est dabord facile de voir que dans la pratique cette distine-
tion n’a pas de raison d’tre. Les fonctions que Von rencontre, méme
les plus singulieres, sont toujours susceptibles d’une représentation
analytique. Ainsi toute fonction continue peut dtre développée en
séries de polynomes uniformément convergente. il en résulte que

301; ,Math. Ann. 67 {1909, p. 243.*

302) ,Legons sur les tonctions de variables réelles, Paris 1905, p. 37; voir
aussi M. Plancherel, Rend. Circ. mat. Palermo 30 (1910}, p. 284,335

303 ,U R Acad. sc. Paris 152 (1911}, p. 244/6.%
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toute fonction de la premiere classe de R. Baire peut étre représentée
par une série de polynomes, convergente mais non uniformément.
Alors une fonction de seconde classe pourra dtre représentée par une

série double
cxrre

} P, (x)

7=1 Lp=1 _
o les P, () sont des polynomes. Wt, d'une fagon générale, une
fonction de classe % sera représentée par une série multiple d’ordre
# dont tous les termes sont des polymomes.

Mais on peut cependant se demander il existe des fonctions non
représentables analytiquement. Il faut d’abord préciser ce que lon
entend par 1. H. Lebesgue appelle fonction représentable analytique-
ment toute fonction que lon peut construire en effectuant sujvant
une loi déterminde un nombre fini ou dénombrable d’additions, de
multiplications, de passages & la limite & partir des variables et de
constantes ™). On nexelut pas le cas on le passage & la limite s'ef-
fectuerait sur des suites non partout convergentes, ce qui permet
d'admettre des fonctions non partout définies. [l faub aussi remar-
quer que, si dans les opérations explicitement admises ne figurent pas
les opérations usuelles représentées par des symboles tels que

— 5 V¥, sin, log, J., Pl%’
celles-ci, effectudes sur des fonctions représentables analytiquement,
donnent encore des fonctions de méme nature®®),  Par exemple
WU = U > :, »
et l'on peat nommer une série de polynomes en v convergeant vers Li
sauf pour v =0,

H. Lebesgue®) démontre alors que toute fonction représentable
analytiquement rentre dans la classification de R. Baire. La réeipro-
que est d'ailleurs évidente. Les résultats rappelés plus haut [n° 54]
peuvent done s'énoncer ainsi: powr quwume fonction st représentable
analytiquement, i faut ct il suffit gwelle soit meswrable B. On peut
nommer des fonctions non repre bl lytiq .

On pourrait atre tenté de distinguer des fonctions représentables
analytiquement celles qui sont determindes analytiquement ™), H. ILe-

304)  H. Lebesgue, J. math. pures appl. (6) 1 (1905), p. 145.%
305) ,1d. p. 146.%

306) ,Id. p. 152, 170.%

307) Jd. p. 147.*
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besyue appelle ainsi toute fonction y définie en méme temps qu'un
groupe fini (ou méme dénombrable) d’autres fonetions y,, v, ...
comme l'une des solutions d'un groupe d'autant d’équations obte-
nues en égalant & zéro des fonctions représentables analytiquement en

Z, Y, Yis Yo, -+~ Mais il démontre aussitét que ecette distinetion est
artificielle, foute fonction implicite déterminde lytiq t eant aussi
veprésentable analytig 1208,

H. Lebesgue a aussi obtenu e résultat remarquable que 'on peut
nommer des fonctions qui échappent & tout mode de représentation
analytique (soit qu'on essaie de les représenter analytiquement, soit
quion cherche & les obtenir comme fonctions implicites détermindes
analytiquement), et Pon peut méme en trouver qui sont cependant

.intégrables au sens de B. Riemann®®).*

Séries de fonctions de plusieurs variables.

8. Les fonctions de plusieurs variables. La plupart des con-
sidérations précédentes s'appliquent aux fonctions d’un nombre fini de
variables. Mais on est amené & distinguer la continuité par rapport
& Pensemble des variables, de la continuité par rapport & chacune des
variables. On dira britvement qu'une fonetion de plusieurs variables
est continue dans le premier eas seulement. On trouve une relation
simple entre les deux espéces de continuité en étendant au cas de
plusienrs variables la classification de R. Buire. Une fonction continue
(par rapport 3 I'ensemble de ses variables) étant considérée comme de
classe 0, on définira de proche en proche les fonctions de classs 1,2, ...
en convenant qu'une fonction de classe « est ume fonetion qui est
limite de fonctions de classes inférieures & « sans étre elle-médme de
clagse inférieure 4 «. On démonire alors les théoremes suivants:

Une fonction de n variables, continue par rapport ¢ chacune d'elles,
est de classe (n — 1) au plus®®).  Si une fonction d'une variable, f(t),
est de classe n, il existe une fonction @(z,, %, ...,%,,,) continue par
rapport & chacune de ses variables et telle que f(f) soit identique & lo
fonction @(1,¢,. . ., 1)%").

On peut aussi énoncer les théorémes suivants: la somme dune
série uniformément convergente de fonctions continues (par rapport d
Vensemble de lewrs variables) est une fonction continue. Toute fonction

308) ,H. Lebesgue, J. math. pures appl. (6) 1 (1905), p. 192.*

309) ,Id. p. 216, note 1.*

310) ,Id. p. 201.*

311) JId. p. 202. Le cas de n=1 a été d'abord obtenu par V. Volterra
en 1899 [non publié; voir la note de H. Lebesgue, id. p. 203].*
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continue (par rapport a Vensemble de ses variables) peut étre consideree
comme la somme dune série absol; t et uniformément convergente de
polynomes. (Cette généralisation du théortme de Weierstrass peut étre
obtenue par les méthodes de M. (. Mittag-Leffler, E. Picard, H. Lebes-
que, E. Landau citées plus haut, n°§0.) Ces deux théorémes peuvent
au moins s'énoncer dans un wnéervalle, c'est-d-dire pour les valeurs des
variables z,, ..., #, qui satisfont & des inégalités telles que

o L <y -y a, L8, XDy,

ol ay, by, ..., a,, b, sont certaines constantes arbitraires.

11 en résulte quune fonction de plusieurs variables de classe n est
représentable sous forme de série multiple d'ordre # dont les ternies
sont des polynomes.

On définira, exactement comme pour le cas d'une variable, les
fonetions de plusieurs variables qui sont ponctucllement discontinues
sur un ensemble parfait. Kt l'énoneé général de R. Baire sur les
fonctions de premiere classe, ainsi que celui de H. Lebesque sur les
fonctions représentables ou déterminées analytiquement, s'appliqueront
encore exactement.

L. Tonelli%®) a étendu les résultats de F. Riesz™®) concernant les
polynomes de F. Landau |n° 50] au cas de n variables. Par exemple,
pour »n =2, le polynome

L1
P, (2, xy) =f /‘ﬂ:"i*"il — iz — 20— (2, — &,)*]"dz dz,
n\Zy; p) . % 5 1 2 2 1422
o

o n
1

/2

J[l — &' = i deday,
4

~

W

tend vers la fonction sommable
fiay, @),

sauf en un ensemble de points de mesure nulle. La convergence est
uniforme dans tout domaine de continuité.’

312) ,Rend. Circ. mat. Palermo 29 (1910), p. 1/36. L. Tonelli {Ann. mat.
pura appl. (8) 15 (1908), p. 47/119] a aussi obtenu des résultats intéressants con-
cernant l'estension des théortmes de P, L. Cebyizv [n° 1] aux fonctions de plu-
sieurs variables et aux fonctions analytiques.”
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La représentation trigonométrique des fomctions.
59. ,Les développements en séries trigonométriques. On appelle
série trigonométrique une série de la forme

(1) f‘l., ( g COF by sir ) ("'2 cos 6 + b, cos 0) + -
(1) 5 +(a cos @ + ) +
+ (an cosné + b, sin nB) + e )

oit les a, b sont des constantes et ol 8 est considéré comme variable.

Te telles séries se présentent en Physique et en Astronomie
quand on étudie les phénoménes périodiques, en Analyse quand on
étudie une série de Taylor sur son cercle de convergence et dans
bien d’autres applications®).

Supposons qu'une série trigonométrique soit convergente pour
toute valeur réelle de 6; sa somme f(6) est une fonction périodigue
qui, étant limite de fomctions continues, est de eclasse 0 ou 1. Réei-
proguement toute fonetion de classe 0 ou 1 et de période 27 est-elle
représentable par une série trigonométrique partout convergente?

11 est facile de voir que non; ainsi il n’existe aucune série trigono-
métrique qui puisse converger pour toute valeur de @ vers la fone-
tion de premitre classe de période 2x qui est nulle partout entre O
et 27, sauf en un nombre fini de points (autres que 0, 2z) o elle
est égale 4 1.

(ependant nous remarquerons qwon peut au moins énoncer le
théoreme général suivant: foufe fonction f(0) de classe O ou 1 et de
période 2x peut étre considérée comme la somme d'une série partout con-
vergente dont les termes sont des sommes trigonométriques chacune limitée.

Dans le cas particulier de la fonction de classe O (cest-a-dire
continue) et de période 2, rappelons que la formule d'interpolation
du n° 51 donue a ee théoréme une forme explicite o la convergence
est uniforme. Il en est de méme de la formule de L. Fejér [voir plus
loin n° 61, 3°].

Ch. J. de la Vallée Poussin®¥) a donné une autre forme explicite
de développements en séries de sommes trigonométriques. L'expression

zn
Jra9[1 + cos (e — O du
V(0=
./‘(1 -+ cosu)'du
W

313) ,Nous renverrons pour plus de détails sur les propriétés et les appli-
cations pratiques des séries trigonométriques, & Varticle 1129.*

314) ,Acad. Belgique, Bull. classe sc. 10 (1908), p. 230."
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est une somme trigonométrique qui tend uniformément vers la fonc-
tion £(8) supposée continue et de période 2. H. Lebesgue®S) a démontré
que l'erreur maximée, c'est-d-dire le maximé de

HROESAON
est de l'ordre de ]71: si 1a fonetion satisfait & la condition de R, Lipschite.
H

Au point de vue pratique, ce que I'on cherche towjours cest
une représentation simple approchée, et la représentation par le théo-
réme précédent fournit un résultat aussi avantageux que la représen-
tation par une série trigonométrique, quand on ne prend qu'un nombre
limité de termes dans les deux séries. Mais au point de vue théori-
que, la représentation par une série trigonométrique présente cette
supériorité considérable sur la représentation par une série de som-
mes trigonométriques limitées, qu'elle est unique. CVest la le théoreme
de Heine-Cantor®®): il eziste au plus wne série trigonométrique conver-
yente qui représente une fonction donnée.

11 résulte en particulier de ce théordme que, si f(0) est la somme
de la série trigonométrique (1), les coefficients @,, b, sont bien dé-
terminés quand on connait la fonction f(8)™7). I est alors naturel
de chercher & exprimer a,, b, en fonction de f(60). Quand la fonction
£(6) est bornée, le probleme a été completement résolu par H. Leles-
gue™) qui, en reprenant les démonstrations antérieures de U. Dini et
P. du Bois-Reymond, a prouvé que l'on a

Exd .{..'1
@ ff(e)cosnode, b =%/[(8)sin720d0;
0

'

les intégrales qui figurent dans le second membre étant définies comme

815) ,Ann. Fac. sc. Toulouse (3} 1 {1909), p. 115.*

318) G Cantor, J. reine angew. Math, 72 (187n), p. 139/42; Math. Ann, 5
(1872), p. 123/82; Acta math. 2 (1883), p. 386/48. Le théordwe avait été démontré
avec quelques restrictions par K. H. Heine, J. reine angew. Math. 71 (1870),
p. 858 G. Cantor démontre méme qu'il ne peut y avoir deux séries trigono-
métriques convergeant vers la méme somme, sauf peut-&tre aux points d'un
ensemble réductible [n> 12].*

317) ,a, et b, sont ainsi des ,jopérations fonctionnelles qui comme on le
voit facilement, sont , distributives puisque, si a,(", b, 0,®, 3 correspon-
dent & £,(0), 7, (6),

) ) @
a4 e a, P et e 5, 4 ey 0,

correspondent 4 la fonction ¢, £, (8) + ¢, £, (6) quelles que soient les constantes Gy
318) (H. Lebesgue, Legons sur les séries trigonométriques, Paris 1906, p.124.
Les formules (2) sont connues depuis tres longtemps; on les a étendues a des

cas de plus en plus généraux. Nous renverrons pour leur histoire & l'article I 29.*
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il est dit an n°30. Ce résultat veste encore vrai si la série trigono-
métrique diverge, ou me converge pas vers la fonction sommable f(6)
en un ensemble réductible de points. T1 faut remarquer qu'il est essentiel
dans la proposition précédente de donner aux intégrales le sens de
H. Lebesyue. Celui-ci a donné en effet un exemple d’une série trigono-
métrique partout convergente dont la somme est une fonction bornde
non intégrable au sens de B. Riemann®®). De sorte que les formules (2)
appliquées par exemple pour n = 0 n'auraient plus de sens avec la
définition de l'intégrale de B. Riemann.

Il n'en est plus de méme si la somme £(6) de la série trigono-
métrique n'est pas bornée. En effet cette somme, étant limite de
fonctions mesurables, est encore mesurable; mais on peut se demander
sl elle est nécessairement sommable, auquel cas les formules (2)
n'auraient plus de sens quand on adopte la définition de l'intégrale
de H. Lebesque. P. Fatou™) a donné une preuve simple que cette
circonstance peut se présenter; la série

sin 22 | sin3x sin vz

log, 2 + log, 8 RNl ree
est en effet une série trigonométrique partout convergente dont la
somme est une fonetion mesurable non bornée qui n'est pas sommable.
Ainsi pour appliquer au sens de H. Lebesyue les formules (2) & une
série trigonométrique convergente dont la somme est non bornée, il
faut s'assurer d'abord que cette somme est une fonction sommable.
Lorsqu'il en est ainsi, les formules sont au moins applicables si la
fonction ne devient trés grande qu'au voisinage dun ensemble ré-
ductible 320),

1l peut arriver aussi que les formules (2) soient appliecables &
une série trigonométrique dont la somme est une fonction non som-
mable, en considérant les intégrales comme définies au sens de
B. Riemann ).

Drapres ce qui précéde, on voit quon ne connait pas encore l'ex-
pression absolument générale des coefficients d'une série trigonomé-
trique partout convergente au moyen de sa somme.

G. Cantor a cependant donné une propriété générale de ces co-
efficients: ils tendent vers zéro. On peut méme dire: si les coeffi-
cients d'une série trigonométriqgue ne tendent pas vers zéro, cette
série peut étre convergente tout au plus en un cnsemble de points
de mesure nulle.

Lo

Tog, v

319) H. Lebesgue, Legons sur les séries trigonométriques, Paris 1906, p. 68.%
320) ,Dans M. Lebesgue, id. p. 1247
321) ,H. Lebesgue, Ann. Ec. Norm. (3) 20 (1903), p. 453/85.*
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On ne connait pas un grand nombre de criteres de convergence d'une
gérie trigonométrique quelconque®). L'un des plus généraux est le
suivant, A & F. Jerosch®®®). Si, pour la série trigonométrique (1), on a

<A Ibi<E

a partir d'un certain rang, A étant une constante arbitraire et « fixe
plus grand que 2, la série (1) est convergente partout sauf peut-2tre
en un ensemble de points de mesure nulle.

On déduit de ce théoréme de F. Jerosch en particulier I'énoncé
suivant obtenu antérieurement par P, Fatou®®): si la série trigono-
métrique (1) est telle que ma,, nb, tendent vers zéro quand » tend
vers I'infini, elle est convergente partout sauf peut-étre en un ensemble
de nesure nulle.*

60, ,Séries de Fourier quelconques. Nous avons vu que, dans
des cas tres généraux, les formules (2) donnent l'expression des co-
efficients de la somme d'une série trigonométrique convergente. Mais
elles ont en tout cas un sens [sans que nous ayons 4 mous préoccuper
de la convergence de la série (1] quand on prend pour f(6) une
fonction sommable (bornée ou non, périodique ou non). Nous appe-
lerons coefficients de Fourier de la fonction f(8) les quantités

gy €y, by, oo

définies par les formules (2) (oi les intégrales sont prises au sens de
Lebesgue), et nous appellerons série de Fourier la série trigono-
métrique formée avec ces valeurs des coefficients ag, ay, by, ... .-

Ainsi, i toute fonetion sommable f(f) définie dans Vintervalle
(0, 27) nous faisons correspondre une série trigonométrique bien déter-
minée et nous indiquerons aveec A. Hurwifz®*) cette correspondance
par la formule symboligue
(3) f(6) ~ %“ +(a, cos 6 +b, sin B+ -+ (a, cosnf+ b, sinnb) +- -
On peut alors étudier cette correspondance en elle-méme et chercher
si réciproquement la connaissance des coefficients de Fourier d'une
fonction suffit & la déterminer et méme i la caleuler.

IRemarquons d’abord que deux fonctions sommables, ne différant
quen un ensemble de points de mesure nulle, ont méme intégrale:
done elles auront mémes coefficients de Fouvier. La réciproque est

821) 1. Lebesgue, Legons sur les séries trigonométriques, Paris 1906, p. 43.%
329) ,F' Jerosch et H. Weyl, Math. Ann. 66 (1909), p. 67/80.%

323) ,Acta math. 30 (1906), p. 379."

3247 Math. Ann. 57 (1903), p. 425 45.°
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vraie: deux fonctions sommables qui ont la méme série de Fourier ne
different qu'en un ensemble de points de mesure nulle®”). En parti-
culier, il 0’y u qu'une fonction continue ayant une série de Fourier donnée.

Mais, une suite de nombres a,, «,, ... étant donnée, peut-on la
considérer comme suite des coefficients de Fourier d'une fonction
donnée? A cet égard, la proposition suivante, due i F. Ricsz™), donne
un renseignement tres général:

La condition nécessaive et suffisante powr quune scrie trigonométri-
que quelconque (1) puisse itre considérée comme la série de Lowrier
d'une fonction sommable et de carré sommabdle est que la sivie

@B+ @ o (@B o
s0it convergente.
La condition nécessaire résulte de la formule

@ 11O =" 4 @ b @t

ot les a, b sont les coefficients de Fourier de la fonction f(6), égalité
due & M. .A. Parseval®™) pour le cas des fonctions continues et établie
par P. Fatou®) dans le cas le plus général ou elle puisse avoir une
signification (au sens de H. Lebesgue), c'est-d-dire quand f1 (0) est som-
mable et de carré sommable.

La condition suffisante a été démontrée par F. Riesz®) qui en a
donné une généralisation intéressante dans la théorie des fonetions
orthogonales®®).

Le théoreme général établit ainsi ume correspondance entre les
fonctions sommables et de carrés sommables d'une part et d’autre part
325) , H. Lebesgue, Legons gur les séries trigonométriques, Paris 1906, p. 37, 91.
La démonstration de . Lebesque a été souvent utilisée depuis pour des démons-
trations analogues relatives i d'autres développements en séries. I avait été
précédé daps une question analogue par T.J. Stieltjes {Correspondance d'Hermite et
de Stieltjes*™) 2, p. 3879 et par M. Lerch [Acta math. 27 (1903), p. 339/51]. Voir
aussi Ch. N. Moore [Bull. Amer. math. Soc. 14 (19078}, p. 368/73].*

326) ,C. K. Acad. sc. Paris 144 (1907), p. 815/9.%

527) ,M. A. Parseral, Mém. présentés I'Tnstitub sciences lettres arts,
sc. math. phys. 1 (1806}, p. 567 86."

328) ,La formule a été étendue avant P. Fatow [Acta math. 30 (1906), p. 351,
379] & des cas de plus en plus généraux par A. Hurwitz [Math. Ann. 67 (1908),
p. 425465 89 (1904), p. 5a3) pour les fonctions intégrables au sens de B. Riemann
et par H. Lebesque (Legons sur les séries trigonométriques, Pavis 1906, p. 101}
pour les fonctions mesurables et bornées.”

329) ,C. R. Acad. sc. Paris 144 (1907), p. 6159,

330) ,Voir aussi E. Fischer, C. R. Acad. sc. Paris 144 (1907), p. 1022 4, 1148/51."

7
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les points dun espace 4 une infinité de dimensions od la somme deg
carrés des eoordonnées est convergente; espace considéré par D. Hil-
bert®™) et dans lequel on peut développer une géométrie métrique
analogue & celle de l'espace & trois dimensions %),

Il est & peine ulile de faire observer que lensemble £ des fome-
tions sommables et de carrés sommables comprend non seulement les
fonetions continues, mais aussi toutes les fonetions mesurables et bor-
nées, ce qui montre qu'on ne peut guére espérer un résultat meilleur
que celui fourni par le théoréme précédent, du moins au point de vue
des applications.

En particulier, on voit facilement que si f(0) et g(6) appar-
tiennent & lensemble 2, il en est de méme de leur produit et
qu'on a

2
,l,ffw).a(ﬂ)dﬂ =% f (e + 0 d) + o+ (@ + b,d) o
si *
g~ %‘7 + (¢, cosf +d, sin 6) 4+ (¢, cos v+, sinvf) + - -
De plus, en écrivant

f(8)g(0) ~ °;i + (e cos @ + B, sin )+ - + (&, cos v @ + §, sin v ) +oey

Oon aura

it
1 ! '
=G G+ 5 Z(aZ ¢, + bd,),
i=1
izva

€= 5 Gty g (e, + )+ Uy + dy_ )]
=1

quand » est différent de zéro, et

i=4w
=3 ad,+ 5 2[“1(dz+r — ) = byle,, —c
i=1

en convenant que

C,=c, d_j=—d, dy=1,
Relativement & I'intégration, H. Lebesyue remarque que, sans qu'vn
sache rien sur la convergence du second membre, on peut déduire de
la formule symbolique (3), I'égalité
-]

r=tm

Sraan—a, &+ e .00 by (e 20— 1)
k3 s 0=
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avec convergence uniforme du second membre™). P. Fatou’®) re-
marque méme qu'il est inutile de retrancher 1 de cos 8 pour assurer
la convergence; antrement dit la série

r=4w

, 8in 26 — b cos »0
LSO A:l

est uniformément convergente et représente I'imtégrale indéfinie

Sir® — a6

61. ,Sommation des séries de Fourier. Sachant que la série (1)
est une série de Fourier, on peut chercher & déterminer la fonction
f{0) correspondante, fonction qui est déterminée (si nous négligeons
une incertitude ne portant quaux points d'un ensemble de mesure
nulle) [0° 20]. Plusieurs procédés soffrent 3 nous. Parmi les plus
généraux, mentionnons ceuz-ci.

Etant donnée une série (1) quon sait &tre la série de Fourier
d’une fonetion f(6), on pourra pour caleuler 7(8):

1°) si la série

@00 + (6T b+ (@B 4
est convergente, former l'intégrale de Poisson relative 3 1(6):
4

. 1 1 )
E(r, 6) = ‘2>5zf1 Twmp— gl @de (<1

-7

lgu'on peut caleuler conmaissant uniquement sa série de Fourier au
moyen de la série uniformément convergente

@—!—r @, cos 8+ bysin6) + -4+ (a, cosvl + b sinvf 4
3 1 y

ayant pour somme F'(r, §)], puis prendre la limite de #(r, 6) quand
le point (7, ) tend vers un point de la circonférence » — 1 par un
chemin non tangent 3 la circonférence. Cette limite existe et est égale
a f(8) en tout point od f(6) est la dérivée de son intégrale indéfinie %8%),
c'est-d-dire partout, sauf peut-dtre en un ensemble de points de me-
sure nulle.

333) ,Pour la dé tration, voir par ple H. Lebesgue, Legons sur les
séries trigonométriques, Paris 1906, p. 93/6; une erreur de calcul ¥ vicie la dé-
monstration qui est au contraire correcte dans Math. Ann. 61 (1905), p. 274%6.*

334) ,Acta math. 80 (1906}, p, 884.%

335) ,I0. p. 349, 377.%
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20) on bien calculer la somme de la série uniformément convergente

r=t= in":
R,="%—>[ > |(acosv6+bsinvé),

N2/

ol / est une constante arbitraire. Quand % tend vers zéro, cette somme
tend vers f(6) en tout point ol £(6) est la dérivée de son intégrale
indéfinie, cest-a-dire partout saunf en un ensemble de points de mesure
nulle®®); elle tend uniformément vers f(6) dans tout intervalle de
continuité de f(0);
39) ou bien chercher la limite de la somme de Fejér

PO 18 0 — D, b =R+ 20,0,y

6,(0) = - - -

ol

v
0, =a,cos A0 + b,sin 16, pour 1=1,2,---,v— 1;
cette somme trigonométrique tend vers f(), sauf peut-étre en un en-
semble de points de mesure nulle; elle tend méme uniformément vers
£(6) dans tout intervalle on f(6) est continue®).
4°) ou bien, si la série
@+ 5D + @+ b+ @t b
est convergente, former la série
vedoe
[} a, sinvf — b, cos vh
< Srmasheen)
¥=1

3

cette série converge uniformément vers une fonction @(8) continue
ot & variation bornée qui admet la fonction f(8) pour dérivée sauf
peut-étre en un ensemble de points de mesure nulle ).

336) ,H. Lebesgue, Legons sur les séries trigonométriques, Paris 1906, p. 91.
Cest la procédé de B. Riemann; il consiste a intégrer f(0) deux fois et, ayant
obtenu la fonction F(B), i prendre la limite R, de l'expression

FO+NFFO—1)—2F0)
3

337) L. Fejér, Math. Ann. 38 (1904), p. 5169. En appelant S, la somme des
v+ 1 premiers termes de la série (1), on voit qu'on a

S

cest-a-dire que I'on somme la série (1) par le procédé de la moyenne arithmé-
tique. H. Lebesgue {Legons sur les séries trigonométriques, Paris 1906, p. 94]
teblit le théoréme quand les @, b sont calculés & som sens et montre en quels
points il n'y & peut-étre pas convergence.®

338) . Fischer, C. R. Acad. sc. Paris 144 (1907), p. 1148/51.7
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62. Convergence des séries de Fourier. Tous ces procédés sont
évidemment plus compliqués que celui qui consisterait a chercher la
somme de la série de Fourier quand celle-ci est convergente. Mais
il fandrait savoir si cette série est convergente et converge vers f(0).
Or la plupart des conditions de convergence données jusqu’ici ne sont
pas des conditions imposées aux coefficients, mais & f(0). De sorte
quil serait d’abord néeessaire de connaitre la somme de la série (1)
pour savoir si elle est convergente. Ainsi le probleme que nous
allons étudier est plutit celui de la représentation d'ume fonction
donnée en série de Fourier convergente, que la recherche de la fome-
tion correspondant & une série de Kourier donnée.

Nous supposons done que la série (1) soit la série de Fourier
d’une fonction sommable donnée £(6).

Nous montrerons tout de suite la nécessité de I'étude de la con-
vergence de cette série en remarquant:

qu'il existe des fonctions continues de période 2z domt la série
de Fourier ou bien est partout convergente sans étre uniformément
convergente®®®) ou hien nest pas partout convergente ).

Par contre, on ne sait pas emcore s'il existe une fonction con-
tinue de période 27, dont la série de Fourier est partout divergente.

Le résultat le plus important au point de vue pratique est le
suivant: la série de Fourier d'une fonction continue de période 2m est
siirement wniformément convergente lovsque la fonction ne prdsente qu'un
nombre fini de maximés et de minimds™").

De nombreux travaux sont ensuite venus étendre les cas de con-
vergence. Un caractére général de ces criteres de convergence résulte
de la proposition suivante de B. Riemann: la convergence de la série
de Fourier f(f) pour une valeur déterminée 8, de 0 ne dépend que
de la maniere dont se comporte f(§) autour de 6,*%). P. Fafou a

339) H. Lebesgue, Lecons sur les séries trigonométriques, Paris 1906, p.84.*

5407 ,1d. p. 88. Cette deuxidme remarque est due 3 P. ¢t Bois Reymond
{Abh. Akad. Miinchen 12 (1876), Abt. II (1876), p. I & XX et p. 3,102]

L. Fejér |C. R. Acad. sc. Paris 150 (1910), p. 518/20] donne Vexemple d'une

série entiere a4zt a’5,+ P AR

dont la partie réelle et la partie purement imaginaive pour
z==cos6 - ¢8in@

présentent respectivement les deux singularités précédentes.”

341) ,En ce qui concerne la fonction continue périodique la plug générale,
nous avons vu qu'elle est la limite uniforme de la somme q,(6) de L. Fyjér, et ceci
parait étre, au point de vue pratique, le résultat le plus simple et le plus ma-
niable qu'on puijsse demander.”

342) | H. Lebesgue, Legons sur les séries trigonométriques, Paris 1908, p. 60.%
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aussi remarqué que de toutes les conditions de convergence actuelle-
ment connues, on pouvait déduire des conditions de convergence uni-
forme en supposant que les conditions de convergence en un point
solent vemplies uniformément, le sens de ce mot étant facile a fixer
dans chaque cas).

Parmi les critéres les plus directement applicables, citons ceux-ci.
La série de Fourier d’une fonction £(6) uniforme dans Vintervalle (0, 2x)
est convergente pour la valeur 6 si en ce point

1°) f(6) « une dérivée déterminée et finie™4);
ou, plus généralement, si au point envisagé 8

2°) £(0) a des nombres dérivés bornés [n° 38];
ou, plus généralement, si en ce point #

3°) [f(t+ 0 —1(8)| < M#, ot M, ) et 6 fixes sont des nombres
positifs déterminés quelconques, et ¢ arbitraire dans un intervalle aussi
petit que Yon veut mais déterminé, antour de 0. (’est la condition
de Lipschitz généralisde;

4°) £(6) est continue et n'a prés de 0 qu'un nombre fini de
maximés et de minimés (Cest la condition de Lejeune Dirjchlet);
ou plus généralement si au point ¢

5%) f(6) est continue et & variation bornée |Il 1, 19] dans un
intervalle comprenant 8 (c'est la condition de Jordan);

6°) (/(GM a une intégrale par rapport a ¢ dans tout inter-
valle (c’est la condition de Dini).

On peut donner d'autres énoneés un pen plus compliqués, mais
la plupart rentrent dans le critire suivant da & H. Lebesgue et qui a en
outre lavantage de s'appliquer & la somme de deux fonctions dg
quil s'applique & chacune d'elles. Posons

9O =0+ 20+ 10— 20) - 2/(0);
la série de Fourier converge au point 6 vers £(8), si lintégrale (au sens
de Lebesgue) de | g(#)| 2 une dérivée nulle pour £=0 et si la quantité
B

J

0

el gy

) osint] 7

t+
LLe procédé de démonstration de H. Lebesgue prouve auesi que les coefficients
de Fourier «,, b, tendent vers zéro avec 5 qui ne serait pas toujours vrai
si on prenait les intégrales au sens de Riemann.*
343) , P. Falou(communication verbale), Bull.Soc math. Prance 33 (1905, p.158.*
344) , Voir I'élé démonstration élémentaire de la g lorsqu'il
existe upe dérivée finie et continue, due & Ch. J. de la Vallée Poussin et citée dans

M. Bicher, Tntroduction to the theory of Fourier’s series [Aunals of math. (2) 7
1905/8), p. 81,96, 97/152].*
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[oit @ est un nombre fixe eonvenablement choisi de facon & vérifier
PR
V'inégalité O<a<n,
eb ol J est une variable positive], tend vers zéro avec 93).

Enfin Ch. J. de lo Vallée Poussin®®) a donné récemment un autre
critére. Si la fonction f(0) est sommable dans (0, 2x) et si la fonetion

e (0 4 u) + £(0 — u)]du

o
est & variation bornée quand ¢ tend vers zéro, la série de Fourier de
£(8) converge vers F'(+ 0) au point 6 compris dans I'intervalle 0, 2x)."

63.  Divergence des séries de Fourier. P.du Bois-Reymond™"),
aprés avoir longtemps cherché & démontrer la convergence de la série
de Fourier relative & une fonetion continue quelconque fut conduit &
douter de l'exactitude de ce résultat. Il réussit le premier a construire
des fonctions continues donl la série de Fourier diverge en un point
ou méme en un ensemble dénombrable de points.

H. A. Schwarz™®) simplific ensnite les exemples de P.du Bois-
Reymond.

Llexistence des séries de Fourier divergentes & ét¢ rattachée par
H. Lebesgue™®) & ce fait que le maximé 9, de la somme des # + 1
premiers termes d'une série de Fourier relative & une fonetion continue
dont la valeur absolue est inférieure & 1, croit indéfiniment avec #.

Des expressions analytiques des ces nombres ¢, ont été données
par L. Fejér®) & qui Ton doit aussi des exemples numériques simples
de séries de Fourier données par leurs coefficients et qui divergent
en certains points bien que la fonetion correspondante soit continue.

P. du Bois-Reymond a posé la question suivante: existe-t-il des
fonetions continues dont la série de Fourier diverge partout? Cette
question n'est pas résolue.

De la propriété des nombres g, signalée plus haut, résulte aussi
que la série de Fourier d'une fonction continue peut converger partout
sans que la convergence soit uniforme. Des exemples numériques de
ce faib ont é6¢ aussi donnés par L. Fejér.

m Lebesgue, Legons sur les séries trigonométriques, Paris 1906, 1. 59, 63.*

346) ,Rend. Circ. mat. Palermo 31 (1911), p. 296/9.*

347) ,Abh. Akad. Miinchen 12 (1876), Abt. IT (1876), p. I 4 XX et p. 3102

848) ,Voir 4. Sachse, Bull. sc. math. (2) 4 (1880), p. 61, 109/12.%

849) H. Lebesgue [C. R. Acad. sc. Paris 141 (1905), p. 875/7; Le¢ons sur
les séries trigonométriques, Paris 1906, p. 86/8].*

350) ,J. reiue angew. Math. 138 (1910), p. 22/63; C. R. Acad. sc. Paris 150
(1910), p. 1299/302; Ann, Ec. Norm. (3) 28 (1911), p. 63/103.*



238 11 2. M. Fréchet, Développements en séries.

Enfin, L. Fejér a signalé lexistence d'une autre singularité pos-
sible, déja prévue par A. Pringsheim; il existe des fonctions continues f
dont Ia série de Fourier diverge en certains points bien que la fonction
conjuguée @ (f -+ i, fonction analytique) soit continue.

La propriété signalée des nombres ¢, permet de rattacher lexis-
tence de séries de Fourier divergentes i des théorémes généraux®).
A. Haar™?) s'est servi de procédés analogues pour étudier la divergence
des séries de fonctions orthogonales.

Quand une série de Fourier diverge en un point au voisinage
duquel la fonction est bornée, cette série rentre dans la catégorie
de celles qu'on appelle parfois indetermindes, c'est-d-dive dont la somme
des n premiers termes n'augmente pas indéfiniment avee . Ce fait
avait déja été apergu par P. du Bois-Reymond™?).

Quand on utilise la méthode de sommation par les moyennes
arithmétiques de L. Fejér®™), ce fait devient évident et l'on peut dire
que: l'intervalle dont les extrémités sont la plus grande et la plus
petite limite des sommes S, des % + 1 premiers termes de la série de
Fourier de f(z), pour & = #,, admet au moins un point commun avec
Vintervalle dont les extrémités sont la plus grande et la plus petite
limite de f(z) quand z tend vers z,*).

Si Ton précise davantage la nature de 7(x) dans le voisinage de
7,, on peut obtenir unm résultat meilleur. Voici un énoncé di a
M. Bocher®®): si f(z) n'a quun nombre fini de points de discontinuité
et si la dérivée f'(x) existe et possede les mémes propriétés, au voisi-
nage d'un point z, en lequel f(#) subit un saut d'amplitude D, la
courbe y =8, () oscille autour de la courbe y = f(z) de part et d'autre
de @, de telle maniére que les différences f(z) — S,(x) présentent leurs
maximés et leurs minimés approximativement pour les valeurs

64. Ordre d’approsimation. 239

11 résulte en particulier de la que, lorsque » augmente indéfini-
ment, la hauteur de ces ondes ne tend pas vers zéro. Ce fait est
connu sous le nom de phénoméne de Gibbs. Clest en effet J. W.
Gibbs®") qui Va remarqué le premier.

Citons encore un résultat de L. Fejer™®) relatif i lallure des
sommes S,(z): si f(z) est intégrable et comprise entre m et M et si
ses coefficients de Fourier satisfont aux inégalités

e, <% 0,22,
on a alors
m—(Ad+ B)L8,(@) LM+ (4 + D)

64, Ordre d’approximation. Aussi bien pour les recherches
théoriques que pour les utilisations pratiques il est important de con-
naitre Vordre de grandeur de l'erreur que lon commet en utilisant
un procédé quelconque de représentation approchée. Toutes les démons-
trations de convergence des développements des fonctions en séries
contiennent les éléments d'une telle détermination; mais ce n’est que
tout récemment qu'on s'est préoccupé d'énmoncer les résultats que Ton
peut obtenir en ce qui concerne les représentations approchées des
fonctions par des polynomes ou des suites trigonométriques.

Ch. J.de la. Vallée Poussin®®) a démontré que Uintégrale de E. Lan-
dau fournissait, pour une fonction satisfaisant & la condition de Lipschitz
e+ ) ()| < Fk,
une représentation & l'aide de polynomes de degré n avec une erreur
au plus de Vordre de fl, Ch. J. de la Vallée Poussin™?) prouve d'ailleurs

/n
que cet ordre peut, dans certains cas, étre effectivement atteint.

i Ton sappose de plus que la fonction & représenter f(z) ait une
dérivée  vaviation bornée, Ch.J. de la Vallée Poussin®°) montre, par
Femploi d'une formule d'interpolation trigonométrique, que l'on peut
obtenir des polynomes de degré n approchés avec une erreur aun

plus de lordre de ;11 11 a établi ultérieurement®®') que pour le cas

oir ansei H Poincaré [Natore
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spécial de la fonction |z, considérée dans Vintervalle (=1, 4+ 1) on
ne pouvait obtenir une erreur dont Vordre fut supérieur i g
Les fonctions étudides par Ch. J. de lo Vallée Poussin satisfont & des
conditions particuliéres telles que la condition de Lipschitz. H. Lebesque)
a démontré qu'on ne pouvait prétendre limiter Lordre de Perreur minimée
commise en représentant une fonction par un polynome de degré » ou
une suite de Fourier d'ordre =, si I'on ne connait sur la fonction rien
de plus que ceci: elle est continue et I'on sait quel est le maximé de
sa valeur ahsolue.

Enfin 8. Bernstein et Dunham Jackson®®3) ont énoncé des résultats
trés importants en ce qui concerne la représentation approchée des
fonctions par des polynomes de degré .

Pour la représentation approchée par des suites trigonométriques
d'ordre n, on doit & H. Lebesgue les résultats suivants?®™): la somme
8, (2), relative & une fonction continue f(2) qui satisfait & la conditior

M (e + k) — flz)| < 5(h),
représente f(x) avec une ecreur inférieurc a
4 log n§ (%) s

pourvu que £(h) satisfasse & certaines conditions tres larges, par exempls
13

E=Lh ou E=Fkh ou = o

Pour le eas ot & = &k, lordre de grandeur du reste qu'on obtient
ainsi n'est pas nouveau; il résulte deja du raisonnement de R. Lipschits,
comme il ressort de I'exposition que E. Phragmen a donnée de o raison-
nement 3%),

La limite log né(ﬂl), que le résultat de H. Lebesque fournit pour

la différence
fl2) ~ 8,(z),

est la limite exacte; elle ne peut tre abaissée pour toutes les fonctions
satisfaisant & la condition (1). . Lebesgue déduit de 13 que le meilleur
ordre d'approximation O anquel on puisse prétendre pour toutes les
fonetions satisfaisant & Pinégalité (1), quand on en approche avec des

362) ,Ann. Fac. se. Toulouse (3) 1 (1909), p. 109.*

363) ,S. Bernstein, C. R. Acad. sc. Paris 152 (1911), p. 502/4: Dunham Jack-
son, Diss. Gottingue 1911.*

364) ,Bull. Soc. math. France 38 (1910), p. 184/210; voir aussi Dunham
Jackson, Diss, Gittingue 1911.

368) ,Voir M. 6. Mittag-Leffler, Acta math. 24 (1901), p. 232.*
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suites d’ordre n, satisfait & Uinégalité

o[¢(7)]= 0= olognt(Z)]:

65. Autres développements. La plupart des développements en
séric que nous avons eu 4 mentionner peuvent se mettre sous la
forme générale

b
f(&) = lim ff(u)(p(u — x, n)du.
n=+o

E.W. Hobson®™) a Gtabli des conditions suffisantes pour que D'égalité
précédente ait lieu en tout point de continuité d’une fometion som-
mable quelconque f{z). H. Lebesque®™) a obtenu les conditions néces-

saires et étudié les propriétés générales de ces développements.

Erhard Sechmidt a posé le probleme suivant: & quelles conditions
doit satisfaire une suite dénombrable de fonctions, continues dans un
intervalle (a, b),

P (2), @s(2), -, L) ;

pour qu’on puisse représenter approximativement toute fonction con-
tinue dans (a, b) par une combinaison linéaire & coefficients constants
de ces fonctions ¢. E. Schmidt®™) a donné deux conditions, I'une suffi-
sante, I'autre nécessaire; F. Riess®®) a réussi & donner une condition
& la fois nécessaire et suffisante en utilisant lintégrale de Stieltjes.”

866) ,Proc. London math. Soc. (2) 6 (1908), p. 349/5.

367) ,Ann. Fae. sc. Toulouse (3) 1 (1909), p. 25/128.*

568) ,Diss. Gottinguo 1905; Math. Ann. 63 (1907), p. 433/76.*

369) ,Ann. Ec. Norm. (3) 28 (1911), p. 53.*



Il 3. CALCUL DIFFERENTIEL.

Expos¥, D'APRES L'ARTICLE ALLEMAND DE A. VOSS (murzcn),’)
par J. MOLK (sANCY).

Apercu historigue.

1. Origine de l’analyse infinitésimale. J1 serait assez difficile
d'indiquer d'une fagon précise lorigine du caloul différentiel et, &
tenter de le faire, on risquerait fort d’étre presque strement incomplet
dans I'énumération des recherches qui en ont facilité la constitution.

On peut toutefois dire que, parmi ces recherches, il y a cer-
tainement lieu de comprendre:

A. toutes les considérations d'ordre infinitésimal qui ne con-
cernent pas exclusivement des procédés de sommation équivalents &
des intégrations;

B. les procédés généraux permettant de résoudre des problemes
de géométrie différentielle, par exemple le probléme des tangentes ou
le probleme des maximés et minimés, lorsque ces procédés peuvent
atre traduits aisément en langage infinitésimal;

(. certains résultats obtenus par des procédés qui reviennent au
fond & des intégrations, mais dont on peut déduire presque immé-
distement des formules de caleul différentiel.

Diautres recherches encore ont, sans aucun doute, contribué, elles
aussi, & donner naissance au calcul différentiel. Telles sont:

a) les recherches sur les fonctions en général et leurs développe-
ments en séries infinies: I'étude des variations des fonctions conduit
en effet rapidement & des considérations infinitésimales;

b) le développement du calcul aux différences finies et, en parti-
culier, les théorémes de ce calcul qui subsistent lorsque les différences
deviennent infiniment petites;

¢) certains procédés spéeiaux pour la résolution du probleme
des tangentes et de quelques autres problemes voisins.*

1) ,A. Voss n'a pas pris part & la correction des épreuves de cet article.”
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A. ,Dans lantiquité on ne g'est guere occupé de considérations
infinitésimales, sauf pour évaluer la limite de la somme d'un nombre
infini de quantités infiniment petites, done au fond pour résoudre des
problémes de calcul intégral®).

Il en a été de méme au moyen ige et ce m'est qu'au commen-
cement du 17%me gidcle qu'on a appliqué des considérations infinité-
simales & d’autres questions, & la recherche de certains maximés et
minimés?®) par exemple, ou encore & I'évaluation de l'aire d'un triangle
sphérique®). Plus importantes emcore, dans cet ordre d’idées, sont
les considérations infinitésimales de B. Pascal®) et, en particulier,
lusage quil fait d’un trisugle rectangle infiniment petit dont la base
est une partie infiniment petite d’une ligne courbe plane®).*

2) ,On envisageait encore, il est vrai, une autre grandeur d'ordre infinité-
simal, Vangle de contingence, mais cet angle était cousidéré comme jouant un
role particulier et non comme rentrant dans une catégorie pouvant faire 1'objet
de recherches mathématiques nsuelles [cf. I 1, 47].

Clest I. Newton qui, le premier, a introduit l'angle de contingence dans
Jes recherches d'ordre infinitésimal, en démontrant [Phil hise naturalis prin-
cipia mathematica, (1" éd.) Londres 1687, livre 1, lomme 11; (2° éd.) Cambridge
1713, p. 30/t; trad. G. E. de Breteuil, marquise du Chdtelet 1, Paris 1759, p. 44/6;
éd. S. Horsley 2, Londres 1779, p. 37/8] un théordme d'od résulte immédiatement
que l'angle de contingence d'une courbe est égal & I'expression

arc sin ds
2e

od ds représente 1'élément de l'arc et ¢ le rayon de courbure de la courbe en-
visagéde.

3) ,J. Kepler [Nova ster tria doliorum vi Linz 1615; Opera,
éd. O. Frisch 4, Francfort et Erlangen 1863, p. 610/2] essaie de résoudre par des

idérations infinitésimales le p : inscrire dans une sphere le cylindre
de volume le plus grand possible.*

4) ,A. Girard [luvention nouvelle en l'algébre, Amsterdam 1629, fol. H1®
a H 3% of G Vacca, Bibl. math. (3) 3 (1902), p. 196] ramdne ce probléme &
T'évaluation de l'aire d'un trianglo sphérique ayant un coté infiniment petit et il
montre que 'on pout déterminer deux bornes toutes deux infiniment petites entre
lesquelles cette aire est nécessairement comprise.*

5) ,Voir par ezemple, Lettre de Monsieur Dettonville (pseudonyme de
B. Pascal) & Monsieur de Carcavi, Paris (8. d.) [imprimée en 1669]; B. Pascal,
(Euvres, éd. Hachette 3, Paris 1880, p. 372/3; éd. L. Brunschvicg et P. Boutrou,
seconde série en préparation.®

) ,B. Pascal, Traité des sinus du quart de cercle, Paris (s. d.) [1659]; (uvres,
6d. Hachette 3, Paris 1880, p. 410, 412; éd. L. Brunschvicg et P. Boutroux seconde
série, en préparation.
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B. Les premidres méthodes générales”) établies en vue de la
résolution du probléme des tangentes et du probléme des maximés ou
minimés sont dues & R. Descarfes et 4 P. de Fermat.

E. Descartes a d'abord appliqué sa méthode i la construetion de
la normale (ou plus exactement & la construction de la sous-normale)
i la cycloide et aux courbes planes algébriques, en particulier i la
conchoide®); un peu plus tard il a donné une simplification de cette
méthode permettant de construire la tangente (ou plus exactement de
construire la sous-tangente) d’une courbe plane slgébrique®). Quand
on se place au point de vue géométrique la méthode de R. Descartes
est une méthode infinitésimale™®), mais au point de vue analytique elle
rentre plutdt dans les applications de la théorie des équationsit).

Ce triangle envisagé par B. Pascol est au fond celui que G. W. Leibniz a
appelé plus tard le triangle caractéristigue [lettre de G. W. Leibniz & G. F. A.
de U Hospital écrite fin 1694; Werke, éd. C. I. Gerhardt, Math. Schr. 2, Berlin 1850,
p. 2691

7) sLes anciens savaient, il est vrai, mener des tangentes aux coniques, &
la spirale d’Archiméde et & quelques autres courbes; mais les méthodes dont ils
faisaient usage étaient particulitres & chaque courbe.*

8) ,Géométrie, Leyde 1637, livre 2; Euvres, éd. Ch. Adam et P Tannery 6,
Paris 1902, p. 413/24.%

9) JLettre & C. Hardy datée de (juin) 1638; Buvres, éd. Ch. Adam et P.
Tanmery 2, Paris 1898, p. 170/3.

La méthode 2 ét¢ publiée d’abord dans un Traité posth. de F. Debeaune
édité en 1649 par F.van Schooten [Geometria a Renato Des Cartes, Leyde 1649,
p- 147/8; of. G. Enestrom, Bibl. math. (3) 11 (1910/1), p. 244/5].

10) ,Dans l'un et l'sutre cas le procédé repose sur ce gque deux courbes
mobiles I'une par rapport & I'autre deviennent tangentes quand dans leur mouve-
ment deux de leurs points d'intersection se rapprochent indéfiniment et finale-
ment coincident.*

11) ,Soit f{x, y) = 0 V'équation de la courbe donnée; R. Descartes envisage
une courbe auxiliaire

Y=g b, 2)
trés simple (par exemple un cercle ayant son centre sur I'axe des abscisses, ou
méme plus simplement encore une droite dépendant de deux Y es) et
cherche la condition pour que les deux courbes se touchent en un point donné
z=h. Cetle condition est, d’aprés lui, que I'équation en
Th pla b, )] =0

ait deux racines égales; ceci posé il peut calculer, en appliquant la méthode des
coefficients indéterminés, les quantités @ et b; il en résulte que la position de
la courbe auxiliaire (le cercle ou la droite) est comnue; cette courbe auxiliaire
fournit alors immédiatement la sous-normale ou la sous-tangente de la courbe
donnée, au point donné x—h.

Ce procédé révient évidemment 4 la détermination de @ et b & Vaide des

1, Origine de Ianalyse infinitésimale. 245

P. de Fermat a donné, pour résoudre le probléme des maximés
eb minimés*®) et celui des tangentes™) une méthode qui, il est vrai,
west pas infinitésimale), mais qui peut dtre ramende & la forme in-
deux équations

) Bfh, @(a, b,k
fIn gt b ) —o, HTThBl@bR]_

12) ,Methodus ad disquirendam maximam et minimam, ouvrage rédigé en
1638; (uvres, éd. P. Tannery et Ch. Henry 1, Paris 1891, p. 133/6.

Cette méthode a ét6 publiée dbs 1642 par P. Hérigone [Supplementum cursus
mathematici, Paris 1642, p.64; (xéédition) Cursus mathematicus 6, Paris 1644, p.64].

P. de Fermat possédait vraisemblablement cette méthode dés 1629 [voir sa
lettre & Giles Personier (dit Roberval) datée du 22 septembre 1636; Euvres, éd.
P. Tannery et Ch. Henry 2, Paxis 1894, p. 71).*

13) Ad eamdem methodum; Euvres, éd. P. Tannery et Ch. Henry 1, Paris
1891, p. 168/67.

La méthode a été publiée dés 1642 par P, Hérigone [Supplementum cursus
mathematici, Paris 1642, p. 65/8; (réédition) Cursus mathematicns 6, Paris 1644,
p. 65/3].

14) ,Pour trouver les maximés ou minimés de la courbe y = f(x), P.de Fer-
mat se sert de 1équation

fla+ =)

o % est find. Do simples caleuls algébriques lui permettent d’en déduire une re-
lation de la forme

@)+ rh@ e @+ =)

d’ou
A@+Rhf @ - =03
il pose ensaite k=0 et résoud l'équation
fil@=o0

qui est évidemment identique i
f@=o.

Pour le probleme des tangentes il donne un procédé semblable.

Soit y = f(z) Véquation de la courbe et a 1'abscisse du point donné; P. de
Fermat envisage le point de la courbe ayant pour abecisse @ — h of il considére
ce point comme appartenant aussi & la tangente menée i la courbe au point
d'abacisse @, Si on désigne par 8§, la sous-tangente 4 la courbe au point d’ab-
scisse @, on a nlors

1@ _ fa—m,
8 T S—k
i hfla
7@ —fa—H
1l procéde ensuite comme dans le probleme des maximés et minimés ot obtient
enfin, apres avoir posé h— 0, lexpression
f{a)
Sy =
AC
ou f, (a) n'est autre gue la dérivée de f(x) pour & = a qae nous désignons au-
Jjourd’hui par £'(a).*

en d’autres termes
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finitésimale par nne légére modification de langage. Cette modification
a d'ailleurs été adoptée bientdt par plusieurs géometres, par I. Barrow™)
entre autres.”

C. ,Déja avant la découverte du calcul intégral, on était en
possession de certains théorémes équivalant & des intégrations de fone-
tions plus ou moins simples (voir & ce sujet l'article II 4). Ainsi,
pour ne citer qu'un exemple, on doit & B. Cavalieri’®) un théoréme
dont on peut déduire immédiatement la formule

f 2t
a" =
dz aFi

pour n entier positif, et de cette formule résulte évidemment la re-
lation différentielle

d(z*t) = (n+ L)z da.”

a) ,Pour ce qui concerne I'histoire du développement de la notion
de fonction et du développement de la théorie dey séries avant lin-
vention du caleul différentiel, voir les articles II 1 et II 7.

b) Le calenl aux différences finies a été peu développé avant la
fin du 17#me gidcle. Son role, en tant que précurseur du caleul diffé-
rentiel, a done 6t6 peu important. On doit toutefois faire ressortir
que la formule

(e =1-2-3...(n—L)n(Az)"
& été signalée plus ou moins explicitement par divers auteurs des le
commencement du 179@ sigcle!’) et que cette formule conduit immé-
diatement & la formule différentielle

@) =1-2-3... (n—DLn(day

¢) ,Les méthodes spéciales pour résoudre le probléme des tangentes
ainsi que des problemes voisins qui ont été proposés vers le milieu du
16ime sizcle, n’ont contribué que dans une faible mesure & I'invention

15) ,Lectiones geometricae, Londres 1670; Mathematical works, publ. par
W.Whewell, Cambridge 1860, seconde pagination p. 247.

1. Barrow emploie les locutions ,indefinite parvus* et ,isti termini nihil
valebunt.*

16) Centurin di varii problemi, per dimostrare 'nso e la facilitd dei loga-
ritmi, Bologne 1839, p. 525.*

17) ,Of. T 21, 5, note 84.*
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du caleul différentiel. 1 suffit de citer ici le procédé de Giles Per-
sonier [dit Roberval]®) et de E. Torricelli*’) permettant de mener la
tangente & une courbe lorsque cette courbe peut étre envisagée comme
le lien d’'un point animé de demx mouvements connus. Ce procédé
repose au fond sur ce que la direction du mouvement du point mobile
varie d'une fagon continue déterminée, en sorte que, au point de vue
cinématique, il repose sur des considérations infinitésimales; mais on
n'avait alors aucun moyen permettant d’en dégager une méthode ana-
lytique convenable®).*

2, Découverte du caleul différentiel. ,I. Newton et G. W. Leibnie
fonderent véritablement le nouveau caleul en lui donnant toute sa géné-
ralité et en mettant en évidence toute sa portée®).

On doit & I Newfon le premier exposé d'une méthode infinité-
simale®®) ayant un caractére général. I. Newion est d'ailleurs le premier

18) .Divers ouvrages de mathématique et de physique, Paris 1693, p. 69/111;
(réimpr.) Mém. Acad. sc. Paris 1666/99, 6, éd. Paria 1730, p. 1/67.*

19) ,Opera geometrica, Florence 1644, premidre pagination, p. 120/1.*

20) ,Le texte et les notes du n° 1 sont dus &, G. Enestrom.*

21) 1! semble inutile de donner ici des détails sur la question de priorité
relativement 2 l'invention du caleul infinitésimal, question souvent débattue
depuis le commencement du 184=e gitcle.

Le traité ,De analysi per aequati numero terminorum infinitas* de
1. Newton prouve, sans qu'aucun doute puisse exister & cet égard, que I. Newton
était en possession de sa méthode des fuxions des 1669 alors que G. W. Leibniz
n'avait pas encore sbordé séri t P'étude des mathémati en 1672, De 1873
4 1676, G. W. Leibniz a fait des progrés idérables en i
connaitre des découvertes de I Newton en sorte qu'il n'est pas invraisemblable
qwil ait pu proposer vers cette époque les fondements du caleul différentiel indé-
pendamment de I. Newton. Pour pouvoir affirmer qu'il en a été ainsi il faudrait
savoir si G. W. Leibniz 2 eu connaissance, ou non, en septembre 1675, du traité
»De analysl per i numero termi infinitas'* de I. Newton; or cette
question n'est pas encore résolue définitivement [cf. G- Enestrim, Bibl. math. (3)
11 (1910/1), p. 354/5].

En ce qui concerne I'invention de régles spéciales de différentintion, on
n'a ancune raison d'admettre que I. Newton ait pu &tre influencé par G. W. Leibniz;
il n'est, par contre, pas impossible que quelgue suggestion ait été donnée &
G. W. Leibniz (par exemple en ce qui concerne la différentiation des fonctions
irrationnelles) par les deux lettres crites par I. Newton le 13 juin et le 24 vo-
vembre 1676 [cf. H. G. Zeuthen, Overs. Selsk. Forbandl. Kobenhavn (Bull. Acad.
Copenhague) 1895, p. 281/3] (Note de G. Enestrom).*

22) ,Cest la méthode des fluzions (et des fluentes). Elle a été publiée pour
1a premidre fois en 1687 par I Newton [Principin math.?), livre 1, (scolie sur le
Jemmbe 11 et livre 2 lemme 2); trad. marquise du Chtelet 1, p. 48, 260; Opera, éd.
S. Horsley 2, p. 39, 277; trad. par P. Mansion, Mathesis (1) 4 (1884), p. 185/9] et

iques sans rien
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qui, dans son exposé, fasse usage systématiquement d'un algorithme
uniforme ayant un caractbre général. Clest pour éviter les in-
finiment petits quil assimile les quantités variables & des points en
mouvement.

On doit & G. W. Leibniz®) le choix judicieux, favorable aux
recherches nouvelles®), de l'algorithme qui a permis an nouveau caleul
de se développer rapidement®) et presque automatiquement au 18ime
sieele.*

m peu plus complétement en 1893, d'aprés deux communications de I, Newton,
par J. Wallis [De algebra tractatus, Opera 2, Oxford 1693, p. 390/8]. Mais bien
auparavant I. Newton en avait donné une exposition plus ou moins détaillée dans
trois traités manuserits: 1°) De analysi per aequationes numero terminorum infinitas
(rédigé vers 1669, publié seulement en 1711); 2°) Methodus fluzionum et sericrum
infinitaram (rédigé vers 1671, publié seulement en 1736); 3°) Tractatus de quadra-
tura curvarum (rédigé vers 1676, publié seulement en 1704) (Note de G. Enestrom).™

«Une fluente est une quantité qui varic avec le temps, La vitesse avec la-
quelle varie cette fluente est la fluxion do cette fluente; la fluxion sert & étudier
la fagon dont varie la fluente. Il est d'ailleurs aisé d'interpréter cette méthode en
écartant toute considération de mouvement [cf. J. 7. Montucla, Hist. des math. 2,
Paris 1758, p. 819/25; (nouv. éd.) 2, Paris an VII, p. 369/75].

Aucun développement n’ayant 6t¢ donné i cette méthode depuis pres de
deux siécles, nous n’aurons pas I'occasion d’en parler dans cet article. On pour-
zait tout au plus citer ici un essai de 4. H. . Lamarle [Mém. couronnés et autres
Mém. Acad. Belgique in 8°, 11 (1861), mém. n° 3 (p. 87 et suiv.)], ayant pour
objet de fonder les rigles de la dérivation et de lintégration sur des construc-
tions géométriques.*

28) ,Nova methodus pro maximis et minimis, itemque tangentibus, quae nec
fractas nec irrationales quantitates moratur, et singulare pro illis caleuli genus;
[Acta Erud. Lps. 1684, p. 467/73; Werke, éd. €. I Gerhardt, Math. Schr. 5, Halle
1858, p. 220/6; trad. frangaise par P. Mansion, Mathesis (1) 4 (1884), p. 177/85;
trad. all de par G. K« ki, dans W. Ostwald, Klassiker der exakten
Wissenschaften n° 162, Leipzig 1908, p. 3/11).

Dés 1677, G. W. Leibniz avait communiqué & I. Newton les principes de
sa nouvelle méthode. 1l possédait son algorithme depuis 16756; c’est I'étude de
plusieurs des mémaires de B. Pascal qui semble Ini avoir donné lidée premidre
d'introduire un nouvel algorithme en Analyse.*

24) Ot G. W. Leibniz, Werke, éd. C. I. Gerhardt, Math. Schr. 6, Halle 1858
- 807, 322 [brevior et utilior ad inveniendum“], et p. 350 [,,de sorte qu'on ne
difftre du style d'Arehiméde que dans les expressions qui sont plus directes
dans notre méthode et plus conformes i l'art d’inventer<].*

25) ,G. F. A. de UHospital a été le premier vulgarisateur de I'analyse in-
finitésimale [Analyse des infiniment petits pour Yintelligence des lignes courbes,
(17 éd.) Paris 1696; (2° éd.) Paris 1715]. Il a eu le grand mérite d’avoir le premier

liqué la méthode ,.fort intelli t, en un bel ordre, les propriétés bien
rangées", comme s'exprimait Jean Bernoulli [cf. G. Enestrém, Bibl. math. 28
(1894), p. 68].*
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3. Développement du caleul différentiel. ,Aprés I Newton et
G. W. Leibniz Veffort des géometres, parmi lesquels il faut citer en
toute premiere ligne Jean Bernoulli®®), L. Euler®) et J. L. Lagrange®),
se porta tout d’'abord sur Détablissement de régles simples et com-
modes permettant d’évaluer le plus grand nombre possible de dérivées
(et d'intégrales) au moyen de développements analytiques connus. Les
recherches destindes & établir sur des bases moins préeaires les prin-
cipes du nouveau caleul ne prennent quelque importance que vers la
fin du 18itme sjzcle.

Le manque de précision des nouvelles méthodes en avait d'abord
éloigné quelques géometres comme B. Nicwwwentijt?®), M. Rolle®) et
J. Gallois. Contre eux, Jean Bernowlli®), J. Hermann®®) et P. Va-
rignon®) défendaient le nouveau calcul. Méme jusque vers le milien
du 18%° sitcle (Jean le Rond) d'Alembert™) et, en Angleterre, Colin
Madlaurin®) développent une méthode des limites qui présente encore
bien des obscurités.

Pour y échapper J. L. Lagrange®™), qui estimait dailleurs que

26) ,Opera 3, Lausanne ot Gendve 1742, p. 385/358.*

27) Institutiones caleuli differentialis, ouvrage imprimé & Berlin, édité a
St Pétersbourg 1755.*

28) ,Théorie des fonctions analytiques, (1* 6d.) Paris an V; (2° éd,) Paris
1818; (Buvres 9, Paris 1881; Legons sur le calenl des fonctions, professies a
I'Ecole polytechnique, Paris an VII; publides dans la 2° édition des ,séances
des Ecoles normales 10, Paris an IX; réimp. J. Ec. polyt. (1) cah. 12 (an XII),
P- 1/318; (nouv. éd.) Paris 1806; (Buvres 10, Paris 1884.*

29) ,Cf. Considerationes circa analyscos ad quantitates infinite parvas appli-
catae principia et caleuli differentialis usum, Amsterdam 1694; Considerationes se-
cundae circa calculi differentialis principia, Amsterdam 1694; Analysis infinitorum
seu curvilineorum proprietates ex polygonorum natura deductae, Amsterdam 1695.%

30) ,Hist. Acad. sc. Paris 1701, H. p. 88; cf. la lettre de G. W. Leibniz &
Jean Bernoulli datée du 23 mars 1707; Werke, éd. C. I. Gerkardt, Math. Schr.
3, Halle 1855/6, p. 814.%

31) (Acta Erud. Lps. 1697, p. 125; Opera 1, Lausanne et Gendve 1742,
p. 179/87.*

32) ,Responsio ad B. Nieuwentiit considerationes secundas, Bale 1700.*

33) ,Voir par ex. Hist. Acad. sc. Paris 1701, H. p. 88; cf. le traité posthume
de P. Varignon, Eclaircissemens sur I'analyse des infiniment petits, Paris 1725.*

34) ,Mélanges de littérature d’histoire et de philos. (2° éd.) 5, Amsterdam
1767, p. 239/62; (Euvres 1, Paris 1821, p. 288/93; Encyclopédie ou dictionnaire
raisonné des sciences, des arts et des métiers, mis en ordre et publié par D. Diderot
et quant & la partie mathématique par J. @’ dlembert 4, Paris 1754, p. 985/9; Enecy-
clopédie méthodique, math. 1, Paris et Liége 1784 (article: différentiel), p. 520/6.*

35) LA treatise of fluxions 1, Edimbourg 1742; 2, Edimbourg 1742; trad. par
E. Pezenas, Traité des fluxions 1, Paris 1749; 2, Paris 1749.*

36) ,Voir a ce sujet J. L. Lagrange, Nouy. Mém. Acad. Berlin 8 (1772), 6. 1774,
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lidée de limite a un caractére métaphysique et doit par conséquent
rester étrangere aux théories analytiques, cherche & construire toute
Panalyse infinitésimale sur la base de développements en séries. L. F.
A. Arbogast™), J. de Condoreet®), F. J. Servois®) tendent au méme but.

B. Bolzano®) et J. Hoine Wronski*t) s'élevent contre ces idées de
J. L. Lagrange.

L'exposé systématique, do & L. N. DL Carnot*?), des principes de
1a métaphysique de la nouvelle analyse contribue i résoudre quelques-
unes des difficultés que cette métaphysique souléve.

Dans la premitre moitié du 19%= siecle la méthode des limites,
reprise par A. L. Cauchy®®) sur des bases rigoureuses, devient un ins-
trument puissant d'investigation grice auquel le caleul infinitésimal
joue un role de plus en plus prépondérant en mathématiques.

Les recherches contemporaines tendent i donner i Vanalyse
infinitésimale un caractére de plus en plus arithmelique. Aprés A. L.
Cauchy, K. Weierstrass®t) et Ch. Méray*) rattachent & des considéra-

p. 185/221; J. Ec. polyt. (1) esh. 6 (an VII), p. 232/6; (1) cah. 9 (an V), p. b et suiv.;
Fonctions analyt.!); (Euvres 3, Paris 1869, p. 441/76; 7, Paris 1877, p. 325/8;
9, Paris 1881, tout le volume.*

37) ,Du caleul des dérivations, Strasbourg an VIII (1800); voir en partic. la
préface, p. XI/XIV. Voir aussi J. F. Frangass, Ann. math. pures appl. 6 (1815/6),
p. 61.*

38) ,Du caleul intégral, Paris 1765; réédité dans les Essais d'Analyse,
Paris 1768; Miscell. Taurinensia (Mélanges de philos. et de math. Soc. Turin) 4
(1768/9), math. p. 246/50; 5 (1770/8), math. p. 1/11; Hist. Acad. sc. Paris 1772 I,
éd. 1775, p. 1/99.*

39) ,Essai sur un nouveau mode d'exposition des principes du caleul diffé-
rentiel [Extrait de deux mémoires prégentés & I'Institué en 1805 ot 1809; J. math.
pures appl. 5 (1814/6), p. 98/141]. Voir aussi J. D. Gergonne, id. 20 (1829/30),
p. 213/84.%

40) ,Beitriige zu einer begriindeten Darstellung der Mathematik, Prague
1810.%

1) Introduction & la philosophie des mathématiques et technie de l'algo-
rithme, Paris 1811, p. 32; Réfutation de la théorie des fonctions analytiques de
Lagrange, Paris 1812, p. 40.*

42) ,Réflexions sur la métaphysique de l'analyse infini simale [(1™ éd.)
publiée dans les (Euvres mathématiques du citoyen Carnot, & Basle en 1797, &
la suite d'un ,Essai sur les machines en général“]; (2° éd.), Parie 1813, (8¢ &d.)
Paris 1881.*

43) Legons sur le calcul différentiel, Paris 1829; (Buvres (2) 4, Paris 1899,
p. 269/572; C. R. Acad. sc. Paris 17 (1848), p. 277; (Buvres (1) 8, Paris 1893, p. 14.

44) ,Ces idérati ont ét6 exposées par K. Weierstrass dans ses cours
professés & I'Université de Berlin de 1861 & 1894; voir aussi Abh. Akad. Berlin
1876, éd. 1877, math. Klasse p.11/60; Abh. aus der Functionenlehre, Berlin 1886,

8. Calcul différentiel. 251

tions élémentaires sur les séries et le cheminement la notion de fonction
analytique.

Un plus grand besoin de rigueur se manifeste dans les démons-
trations. Les jalons posés par K. Weierstrass et Ch. Méray, ainsi
que par R. Dedekind®®), G. Darbouz"), U. Dini**), P. du Bois-Rey-
mond®), G. Cantor™), H. K. Heine®), J. Thomae®), J. Tannery®), pour
ne citer que quelques noms®), permettent déja de preciser, mieux
que par le passé, les conditions sous lesquelles s'appliquent les théo-
remes fondamentaus de I'Analyse infinitésimale.”

3. Caleul différentiel. ,On donne le nom de caleul différentiel
a la partie de l'analyse infinitésimale que L'on peut, en se plagant au
point de vue historique, envisager comme une extension du probleme
des tangentes.”

Dans cet article, consacré au caleul différentiel, on ne mentionnera
pas ce qui concerne tout particulitrement la théorie des fonctions
[ef 111, 112, 117, 118 et I19]. On s'attachera surtout aux méthodes de
caleul et aux applications analytiques les plus importantes de ces
méthodes. On tiendra compte d’ailleurs aussi bien des travaux ayant,
dans cet ordre d'idées, un caractére eritique que de ceux qui ont
permis d'obtenir de nouveaux développements analytiques; les premiers
ont souvent motablement augmenté le degré de précision et de clarté
des démonstrations, les seconds ont permis de résoudre ou d’aborder
la solution de nouveaux groupes de problémes.

p.1/52; Werke 2, Berlin 1895, p. 77/124; Abh. aus der Functionenlchre, p. 106/64;
Werke 2, p. 135/88; trad. par E. Picard, Aun. Ec. Norm. (2) 8 (187%), p. 111/50.

45) ,Nouvesu précis d'analyse infinitésimale, Paris 1872; Legons nouvelles
sur l'analyse infinitésimale 1, Paris 1894.%

46) Dans ses travaux sur les fondements de l'arithmétique. Voir l'article
13, o 8*

47) ,Ann. Ee. Norm. (2) 4 (1875), p. 57/112; (2) 8 (1879), p. 195/202.%

48) ,Fondamenti per la teorica delle funzioni di variabili reali, Pise 1878;
trad. par J. Liroth et A. Schepp, Grundlagen fiir eine Theorie der Funktionen
einer veriinderlichen reellen Grosse, Leipzig 1892.%

19) ,Die allgemeine Functionentheorie 1, Tubingue 1882; trad. par G. Mil-
haud et A. Girod, Théorie générale des fonctions 1, Nice 1887.%

50) ,Dans ses travaux sur les fondements de la théorie des ensembles. Voir
Tarticle 17.%

51) ,Voir surtout: J. reine angew. Math. 71 (1870), p. 361; 74 (1872), p. 188.*

52) ,Voir surtout: Einleitung in die Theorie der bestimmten Integrale,
Halle 1875.*

53) ,Voir surtout: Introduction 2 la théorie des fonctions d'une variable,
(1% 6d.) Paris 1886; (2 6d.) 1, Paris 1904; 2, Paris 1910.%

54) ,Pour ce qui concerne les travaux les plus récents voir P'article I 2.*
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Fonctions d’mne variable,
4. Définition de la dérivée d'une fonction. Soit
y=f(z)
une fonction réelle de la variable réelle x, univoque et finie dans
Uintervalle fini (q, b), ¢est-d-dire pour tout = vérifiant les inégalités
a<z<b

Donnons & z un accroissement queleconque (positif ou négatif) Az tel
que z 4+ Az reste compris dans lintervalle (a, b) et désignons par
¥+ Ay la valeur de y qui correspond 3 x -+ A, en sorte que
¥+ Ay =[x+ Az).
On donne souvent & Vaceroissement
Ay —flz + Az —f(x)
de lu fonction f(z) le nom de différence™) de la fonction f(x) au point
z, & laceroissement Az de la variable 2 le nom de différence de la
variable x et an quotient de ces deux accroissements
Ay _ WH+Ay—y _ [t sn)—f
Az (z4+Az)-—x Ax

le nom de guotient des différences®™®) de la fonction f{z) et de la va-
riable #, au point . Ce quotient dépend, en général, de x et de
Ax; Cest, si lon veut, le faux de laccroissement de y quand 2 croit
de 2z & 2z + Ax.

Quand pour une valeur donnée de x, la différence Az tend vers

. . sone A B

26ro, le quotient des différences A% peut tendre vers un nombre fini.
Lorsqu'il tend vers un méme nombre fini de quelque fagon que la
différence Az tende vers zéro®), on dit*) que ce nombre fini est

55) 8. 1" Lacroix, Traité du calcul différentiel et du caleul intégral, (1% éd.)
1, Paris an VIII; (2° éd.) 1, Paris 1810, p. 146.%

55%) ,U. Dini [Fondamenti*®), p. 178; trad. p. 244 (n° 136)] dit rapporio in-
crementale (Note de G. Vivants).*

56) 4. L. Cauchy [Legons sur le caleul différentiel, Paris 1829, p. 18; (Euvres
(2) 4, Paris 1899, p. 288]: ,cette limito, ou cette dernidre raison, lorsqu'elle exister,

57) Il convient de signaler ici une autre définition de la dérivée [ef.
G. Peano, Mathesis (2) 2 (1892), p. 12/4] qui, quoique moins générale que celle
du texte, & l'avantage de correspondre exactement 3 celle que l'on donne, en
mécanique, d'un certain nombre de grandeurs dérivées, comme par ex. la densité
d'un corps en un point. La dérivée de f(x) au point a est définie ici comme la
7(ag) —f @)

0 —

limite du quotient quand a, et a, tendent tous deux vers a (3 con-

dition que cette limite " existe et quelle soit indépendante de la fagon dont @,
et ¢, tendent vers a).*

4. Définition de la dérivée d'une fonction. 253

la valeur dérivée de celle de f(z) au point donné z, ou le nombre
dérivé de f(z) au point @, ou plus simplement la dérivée de f(x) au
point 2%). On dit alors aussi que f(2) est dérivable au point #°%), ou
que f(z) admet une dérivée au point .

Lorsqu'en chacun des points z de lintervalle (a, b), la fonetion
f(x) admet une dérivée, on appelle fonction dérivie™) de f(x) la fonetion
qui, en chacun des points & de lintervalle (a, b), a pour valeur le
nombre dérivé de f(x) en ce point £°). On dit alors aussi®®) que la
fonetion f(x) est dérivable dans Vintervalle (o, b), ou que f(z) ad-
met une dérivée dans Iintervalle (a, b).

La méme définition convient encore au cas o f(s) w'aurait pas
de dérivée en certains points isolés de lintervalle (a, &).

On désigne®) souvent®) la fonction dérivée d’une fonction f(z)
par le symbole

f'(@)

58) ,Cette définition concorde avec le procédé dont certains mathématiciens
du 174=e gidcle se sont servis pour résoudre la probléme des tangentes [voir par
exemple R. Sluse, Philos. Trans. London 7 (1672), p. 5143/7] (Note de G- Ernesirom).*

59) P. du Bois- Reymond [J. reine angew. Math. 79 (1875), p. 32] appelle
fonction ordinaire (gewbhnliche Function) au point z, toute fonction dérivable
au point # qui n'admet pas une infinité de maximés et de minimés aux environs
de @ quelle que soit celle des droites passant par 2 que I'on prenne pour axe
des abscisses [cf. II 1, 11].

80). ,La locution ,fonction dérivée" est due & J. L. Lagrange [Nouv. Mém.
Acad. Bexlin 3 (1772), éd. 1774, p. 185; (Buvres 3, Paris 1869, p. 439].*

61) ,J. L. Lagrange, Fonctions analyt.?®), (1™ éd.) p. 14; (Buvres 9, p. 33.%

«La valeur de la fonction dérivée de f (2) pour & = a n'est pas toujours égale
4 la limite vers laquelle tend cette fonction dérivée quand « tend vers a.*

62) ,On dit, d’apres L. Kronecker [cf. L. Scheeffer, Acta math. 5 (1884/5), p.295/6]
qu'une fonction f(z) est uniformément dérivable dans un intervaile (a, b), lorsqu’a
tout nombre positif ¢ fixé aussi petit que I'on veut, correspond un nombre positif
& tel que l'on ait

T@) = /@) f)—f@

& — x,—a

<

pour tout choix de z, @, x, dans Vintervalle (a, b), pour lequel on ait
@ —z <8, fay—w| <A

63) 1. Newton désignait par le symbole & (lettre # surmontée d'un point) la
dérivée (la fluxion) de = prise par rapport & ¢ Voir, par exemple, Methodus
fluxionum et serierum infinitarum; Opuscula éd. J. de Castillon (G. Salvini di
Castiglione) 1, Lausanne et Gendve 1744, p. 55; Opera, éd. 8. Horsley 1, Londres
1779, p. 408.*

64) I Newton semble avoir fait usage dés 1666 du symbole  pour représenter
la dérivée [Der Briefwechsel von G. W. Leibniz mit Mathematikern, publ. par C. L.
Gerhardt 1, Berlin 1899, p. 291; of. A. Witting, Bibl. math, (3) 12 (1911/2),
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dapres J. L. Lagrange®), ou par le symbole
Df(x)
dapres L. F. A. Arbogast®), ou encore, d'une fagon plus précise, par
le symbole
D.f(z)

d’aprées A. L. Cauchy®).

La dérivée de y=f(z) s'écrit souvent, d’aprés J. L. Lagrange®),
¥ au lieu de f'(z).

Quand, en un point 2, le quotient des différences Zi tend vers

+ oo de quelque manitre que l'on fasse tendre Az vers 0, nous con-
viendrons de dire, par extension®®), que la fonction f(z) admet, en ce
point z, une dérivée + co. De méme quand, en un point , le quotient
2‘1 tend vers — oo de quelque fagon que l'on fasse tendre Az vers 0,
nous dirons que f(z) admet, en ce point z, une dérivée — oo.

Il peut aussi arriver que, en un point & aux environs duguel la
fonetion f(%) admet une dérivée, cette fonction f(z) fasse un saut (fini
ou infini). Nous conviendrons alors encore de dire que la fonction
discontinue f(z) admet au point z, une dérivée infinie.

p. 56/60] mais il n'en avait fait usage dans aucune de ses propres publications
avant la fin du 17%me gidcle. La notation a été dounée pour la premidre fois
dans D'édition latine de I'Algébre de J. Wallis [Opera 2, Oxford 1693, p. 392]
auquel I. Newfon I'avait communiquée (Note de G. Enestrim)®

65) Fonctions analyt.?®), (1 éd.) p. 14; (Euvres 9, p. 33.

JLe symbole f'(z) & été utilisé dés 1765 par L. Euler [cf. Mise. Taurinensia
(Mélanges de philos. et de math. Soc. Turin) 8 (1762/5), éd. 1766, math. p. 13
[1766]]: ,je marquersi le diférentiel d'une telle fonction générale I':w par
dul":u* [voir aussi Institutiones calculi integralis 3, 8¢ Pétershowrg 1770, p. 72]
(Note de G. Enestrim).*

JVoir aussi J. L. Lagrange, ,Discours prononcé & la séance d’ouverture
des cours de I'Ecole polytechnigue le 7 pluviose an VII [J. Ec. polyt. (1) cah. 6
(an VII), p. 232/6; (Euvres 7, Paris 1877, p. 326/8]."

66) ,Du calcul des dérivations, Strasbourg an VIII (1800), p. 1.*

67) Exercices d’Analyse et de phys. matb. 3, Paris 1844, p. 12; C. R. Acad.
sc. Paris 8 (1839), p. 520; (Euvres (1) 4, Paris 1884, p. 255.

68) Fonctions analyt.*®), (1™ éd.) p. 16; (Euvres 9, p. 32.

A. L. Orelle [Ssmmlung mathematischer Aufsitze und Bemerkungen 1,

Berlin 1821, p. 196] avait proposé d'autres notations telles que ;y ou ;lf(z) qui

n'ont pas ¢t6 adoptées. Pour les dérivées d’ordre guelconque = de f(2) [n° 10} il
n

éerivait aussi i" f(x).

69) ,Bien souvent on ne faib pas cette extension, ni les suivantes, dans
l'enseignement frangais.*

5. Dérivées des fonctions élémentaires. 255

Enfin, quand f(z) admet une dérivée f'(x) [finie ou + 00 ou — o0]
pour tout x supérieur ou inférieur & un nombre donné a, et que cette
dérivée f'(x) tend vers unme limite 4, ou vers + oo, ou vers — 0o,
quand # tend vers + oo [ou vers — oo} d'une fagon quelconque, nous
dirons que 4, ou 4 00, ou — oo, est la dérivée de f(z) pour z=+ 00
[ou pour z = — o0]™).

5. Dérivées des fonctions élémentaires. On entend généralement
par fonctions dlémentaires les fonctions les plus simples telles que les
polynomes et leurs quotients, les exponentielles et les logarithmes, enfin
les fonctions trigonométriques C'est-d-dire les fonctions circulaires et
leurs inverses™) ainsi que les fonctions hyperboliques et leurs inverses.
Ces fonctions élémentaires admettent toutes des dérivées.

La dérivée, prise par rapport & x, d'une constante mumérique,
ou plus généralement d’'une quantité quelconque qui ne dépend pas
de 7, est égale & zéro. Si n est une constante numérique, ou plus
généralement une quantité quelconque qui ne dépend pas de 2, on a’™)

D,(nz)=n, D, (") = na=-1t.
Si ¢ est la base des logarithmes népériens™), on a
D= ¢,

en sorte que la fonction ¢® se reproduit elle-méme par dérivation.
Tlus généralement™) on a, quel que soit a,
- D, a"=a* log,a.
70y Voir I[1, 10.
71) ,On donne quelquefois aux fonctions inverses des fonctions circulaires
le nom de fonctions cyclometriques.*
72) Pour la définition de x™ cf. 18, 21; 15,9 et 117, 14. Pour des valeurs
négatives ou fractionnaires de #, la formule

D, (&= na" 1

a 66 indiquée par G. W. Leibniz [Acta Frud. Lps. 1684, p. 469; Werke, éd.
C. I Gerhardt, Math. Schr. 5, Halle 1858, p. 292] ,mais I Newton la possédait
su moins depuis 1669 [cf. note 21].%

.La proposition indiquée par la formule en question était d’ailleurs connue
des le milien du 17@me gidcle [ef. J. Wallis, Arithmetica infinitorum, Oxford
1656; Opera 1, Oxford 1695, p. 395, 411] (Note de &. Enestrim).

73) Cf. 18,21. La fonction e* est définie 117,12. P.S. Laplace [Théorie
analytique des probabilits, Paris 1812; (Euvres 7, Paris 1886, p. 44] emploie en-
core, comme les devanciers de L. Euler, la lettre ¢ pour désigner le nombre e.
Cf. 117, note 128,

74) Voir G. W. Leibniz, Acta Erud. Lps. 1695, p. 314; Werke, éd. C. I
@erhardt, Math. Schr. 5, Halle 1858, p. 826.* Sur le calcul de D a” voir par
ex. 0. Schlgmilch [Nouv. Ann, math. (1) 12 (1853), p. 32/3].
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On a™)
LI,
x log,a

1 1
D, log,x = D, log,z = _log

Ba

e =

Les relations

Iim 2% — 1 lim 8%
z=0 @ z=0 2

L,

Jointes aux formules de définition et aux formules d’addition des fone-
tions circulaires, permettent d’obtenir immédiatement les dérivées des
fonctions eirculaires™):*

D, sin ¢ — cos z, D, cos x = — sin 2,
D, tg 2 = sécx, D, cot z = — cosée?z
D,séecz = tg x séex, D, coséer =— cotx cosée .

En appliquant la formule liant les dérivées des fonctions inverses
[n° 6], on a immédiatement les relations™)*

D, arcsing — 1/1;5) ot sgn}/1 —2% = sgn cos (are sin )
— &
D, arc cos 2 = —vi L, od sgn Y1 — 2* = sgu sin (arc cos z)
1
D, arctg x — 1 7—@—,
D,arccot = — 5

1 :|» @t
. 1 :
D, arcsée x = Py ot sgn}/z®— 1= sgn tg (arcséc z)

D, are cosée g = — — ol sgn}/z7— 1 = sgn cot (are cosée z).

75) (Voir G. W. Leibniz, Acta Erud. Lps. 1693, p. 178; id. 1695, p. 314;
Werke, 6d. C. I. Gerhardt, Math. Schr. 5, Halle 1858, p. 286, 324.%

Clest & G. W. Leibniz [Acta Erud. Lps. 1695, p. 314; Werke, éd. . L
Gerhardt, Math. Schr. 5, Halle 1858, p. 325] qu'est due aussi I'expression générale
de la dérivée, prie par rapport i #, d'une exponentielle quelcongue y*, ot y
ot z sont des fonctions dérivables de .

76) ,Au 17@=e gigcle, on désignait les foncti trig triques par de
nouvelles lettres (on écrivait par ex. ¢ pour sin @) et on ne les onvisageait pas
explicit comme des foncti de T'arc. C'est pourquoi on wavait pas de

formules pour représenter les dérivées des fonctions trigonométriques. On y
suppléait en faisant usage du triangle caractéristique du cercle dont les cdtés
infiniment petits de longueurs égales & d sin p, — d cos ¢, dg sont respectivement
proportionnels aux cotés du triangle fini de longueurs égales & cos g, sin g, 1
On lisait immédiatement sur ce ,triangle caractéristique que
dsing _cosp o o, G059 sing
do 1 dg 1

5. Dérivées des fonctions élémentaires. 257

Les dérivées des fonctions hyperboliques™) shz, ch#, th, cothz,
séch @, coséch w, et de leurs inverses argshz, argchz, argthuz,
arg coth x, arg séch x, arg coséch z, sont données par les formules

D, sha = cha, D, chz —shzx,
D, the =séech®*z, D, cothz = — coséch?z,
D, séchy = — g‘,z: D, coséchz = — ;}—h,z—:

D,argsh 2 = D,log, (Yaf + 14 z) = V—+1

ol les radicaux sont pris avec leur détermination arithmétique;

D,arg cha = D, log, (Yo' — 1 + z) —

o, si les radicaux sont pris avec leur détermination arithmétique,
on doit entendre par arg ch z, pour > 1, celle des deux solutions
symétriques y de I'équation z = chy qui est positive:

D,argthz =D, nrgcothx———D log, IJ' g,

x

ol # est compris entre — 1 et + 1;

D, arg séch z = — eyt D, arg coséchz = — WT:T—1"
G. W. Leibniz™) a déja établi pour des fonetions dérivables quel-
conques %, v, ..., w d'une variable  les rdgles de dérivation suivantes

qui sont d’'un usage fréquent:
D (w+o+---+w)y=Du+Dwy+---+ D,w,
D, (uv) =uD,v + vDu,

D, <“> _vDiu—ubyo

v v?

En désignant par ¢ une constante (c'est-a-dire une quantité ne

Des formules explicites pour les d des fonctions trj triques ont 4§66
données par I. Huler, Cale. diff.?"), p. 165/76 (Note de @. Enestrim).*

JOf. G. Enestrim, Bibl. math. (3) ¢ (1908/9), p. 200/5.*

77) ,Le symbole Va® est pris dans le sens 4-a. Pour fixer sa détermi-
nation il faut indiguer le signe; le symbole sgn A signifie signe de 4.*

8) ,Ces fonctions sont définies dans l'article 117, n° 19.*

79) Acta Erud. Lps. 1684, p. 467, 488; Werke, éd. C. I. Gerhardt, Math. Schr.
5, Halle 1858, p, 220, 222.
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dépendant pas de z), on a en particulier
D (u+e)= Dy,
D (cu)=cD,u,

n()-- 4o

Ces rogles de dérivation permettent, en utilisant les expressions
précédentes des dérivées des fonctions les plus simples, de trouver
aisément les dérivées de toutes les fonctions élémentaires.

En étudiant, dane différents articles de I'Encyclopédie, les fonc-
tions dont les propriétés ont appelé l'attention des géometres, on
donnera les expressions des dérivées de ces fonctions.”

,O. Runge™) a montré comment on peut étendre la notion de
dérivée aux fonctions définies empiriquement.*

6. Dérivées des fonotions de fonctions. ,La fonction

y=F)
de la variable z se transforme par la substitution
z—9()

en upe fonction
y=Fle@] =10
de la nouvelle variable &
Si y admet une dérivée

D.F(z)
par rapport & , et si 2 admet une dérivée
Do (),
par rapport & ¢, y admettra aussi une dérivée par rapport & ¢ et 'on aura
Df(t) = D, F(z) - Dyg(t),

ce que l'on peut écrire
Dy=2D,y- D,

Le théoréme se généralise; ainsi quand
2= = 2 @] = 2l¥(e®)],
Dy (y) = Dy2(y) - Do#(2) - Dig(¥)

ce que P'on peut écrire

De=Dys- Dy Dz,

on a

et ainsi de suite.
Cest la régle de la dérivation des fonctions de fonctions.

80) ,Z. Math. Phys. 42 (1897), p. 205.*

7. Fonctions continues non dérivables. 259

On en déduit immédiatement, pour toute fonction u de z admettant
une dérivée par rapport & z et pour toute constante m par rapport
a 2, la formule D, (w) = mun=1D,u.

Pour m entier positif, cette formule rentre comme cas particulier

dang la formule
D, (uv.

D,u , Do D,w
uv...w =7’r+”u'+"'+ w
qui n'est elle-méme qu'une extension de la formule de Leibniz [n® 5]
D, (uv) =uD,v+ vDu.

En particulier, quand

u=x—a,v=x—b,..,w=2z—c¢,

1 1 1
Dfl()g“u“x—u to—pttae

La régle de dérivation des fonctions inverses®) se déduit immédiate-
ment de la régle de dérivation des fonctions de fonctions:

Si = @(y) est la fonction inverse de y = f(z) en sorte que I'on

ait identiquement
y=flo)] et z=9[f@)],
Dz = 111{/ >

7. Fonctions continues non dérivables. On a longtemps admis
comme évident que toute fonction continue est dérivable. Il faut dire
toutefois que cette fagon de voir s'explique aisément si Pon veut bien
tenir compte de ce que la notion de fonetion continue elle-méme
manquait entidrement de précision.

on a

81) La notion de fonction inverse, que l'on néglige encore trop souvent
d'approfondit, est précisée dans O. Stol¢ [Grundzsiige der Differential- und Integral-
rechnung 1, Leipzig 1893, p. 38 et suiv.; Vorlesungen tber allgemeine Arithmetik
1, Leipzig 1885, p. 186 et suiv.] ,et dans J, Tannery [Théorie des fonctions®?)
(17 éd.), p. 129/30].*

82) J. Ee. polyt. (1) cah. 18 (1806), p. 148, 149, 154,

,Cette démonstration est d'autant plus nécessaire que, quand f(z) est déri-
vable, parmi les fonctions du type

U@+ 0— 1@,

ol m peut prendre une valeur constante quelconque, la seunle qui ne devienne
ni nulle, ni infinie, lorsque ¢+ =0, si ce n’est pour des valeurs particulitres de z,
est la fonction

e~ )

qui correspond 4 la valeur m=1.*
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proposition ne pouvait &tre admise sans démonstration. Ne doutant
d’ailleurs pas de son exactitude il cherche & la préciser en démon-
trant®) que toute fonction d'une variable, continue dans un intervalle
déterminé, admet une dérivée en chacun des points de cet intervalle,
sauf éventuellement en quelques points isolés de cet intervalle.

Sa pseudo-démonstration a été suivie de plusicurs autres®).
Aucune de ces démonstrations ne résiste & un examen un peu attentif,
mais il convient d’observer qu'il était beaucoup moins aisé de s'aper-
cevoir de leurs points faibles autrefois qu'aujourdhui.

C'est B. Riemann qui, le premier, trancha la question®). Dans
sa dissertation inaugurale, en 1854, il eonstruisit en effet, une fone-
tion discontinue en chaque point & affixe rationnelle et cependant
intégrable®); Vintégrale de cette fonction fournissait un exemple®’)
d’'une fonction continue dans un intervalle déterminé, n'admettant pas
de dérivée en une infinité de points d'une partie queleonque de cet
intervalle, choisie aussi petite que P'on veut.

Le mémoire de B. Rigmann v'a toutefois ét6 publié®®) qu'en 1867,

Des 1861, K. Weierstrass avait, dans un cours professé & Linstitut
industriel de Berhn“), donné le premier ezemple d’une fonction qui,

88) La critique de cette démonstration de A. M. Ampére a ét6 nettement
formulée par U. Dini, Fondamenti ‘%), p. 68, 219; trad. p. 88, 208 [n° 69 ot 169].

84) ,Voir par ex. . Galoss [ Ann. math. pures appl. 21 (1830/1); p. 182; Euvres,
éd. par E. Picard, Paris 1897, p. 9], J. P. M. Binet [Bull. Soc. philom. Paris
(2) 1 (1807/8), p. 275/8] et surtout le mémoire intéressant, malgré ses con-
clusions inexacles, de A. H. E. Lamarle [Mém. couronnés et autres Mém. Acad.
Belgique in 8°, 11 (1861), p. 96; Mém. Acad. Belgique 20 (1858), mém. n° 1,
p. 1/116] ainsi que celui de J. M. C. Duhamel [Eléments du calcul infinitésimal 1,
Paris 1856, p. 94/7] et celui de J. Bertrand [Traité de calcul différentiel et de
calcul intégral 1, Paris 1864, p. 2/4].*

85) ,4. L. Cauchy avait cependant déja t les notions de
fonction continue et de fonction dérivable: ,le rapport pourra converger vers une
sutre limite soit positive soit négative. Cette limite, lorsquelle existe, a
une valeur déterminée® [lésumé des legons donnés & I'Ee. polyt. sur le caleul
infinitésimal, Paris 1823, troisitme legon; (Buvres (2) 4, Paris 1899, p. 22].*

86) Uber die Darstellbarkeit einer Funktion durch eine trigonometrische
Reihe, Habilitationsschrift, Gottingue 1854 (§ 6); publ. par R. Dedekind, Abh. Ges.
Goth. 13 (1866/7), €d. 1868, math. p. 105/8; Werke, (2¢ éd.) publ. par H. Weber,
Leipzig 1892, p. 241/4; trad. L. Laugel, Paris 1898, p. 243/6.

87) ,Voir &. Darbouz, Ann. Ec. Norm. (2) 4 (1875), p. 75.*

88) Cf. note 86,

89) Voir H. 4. Schwarz, Archives sc. phys. naturelles Gendve (3) 48 (1873),
p. 33/8; Verh. Schweiz. Naturf. Ges. 56 (1878, p. 252/8; Math. Abh. 2, Berlin 1890,
p. 269; K. Weiersirass, Werke 2, Berlin 1895, p. 71/4; K. Weierstrass, Note lue
& I'Académie de Berlin le 18 juillet 1872, mais non publiée; Abh. aus der Functionen-
lehre, Berlin 1836, p. 97/101; trad. Mathesis (1) 7 (1887), p. 222/5.
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quoique continue dans une intervalle, n'admet de dérivée en aucun
point de cet intervalle. C’est la fonetion

f(x) %’Swa" cos ("m ),

od a désigne une constante positive plus petite que 1 et b un entier
impair tel que lon ait
ab>1+ 3 ;— »

mais ce fait, si suggestif, ne fut publié que beaucoup plus tard®).

L faisant usage du principe de condensation des singularités, da
& H. Hankel®), on peut, il est vrai, construire aisément de nombreuses
fonctions continues non dérivables, mais ce prineipe Ini-méme deman-
dait & étre précisé. Avant les recherches de U. Dini®®) on pouvait ne
pas attacher une importance décisive aux conséquences que l'on en tirait.

On comprend dés lors pourquoi cette question de la non-déri-
vabilité d’un grand nombre de fonctions continues, quoique considérée
4 juste titre comme entierement élucidée par plusieurs géometres, ait
pu pendant si longtemps faire encore l'objet de nombreuses re-
cherches ).

On connait aujourd’hui®) un grand nombre de fonctions continues

90) P.dw Bois-Reymond [J. roine angew. Math. 79 (1875), p. 29/31].

Chr. Wiener [J. reine angew. Math. 90 (1881), p. 221] a essayé de com-
menter géomdtriquement cet exemple; mais ses recherches renferment une confusion
regrettable que K. Weiersirass a immédiatement signalée [Functionenlehre4),
p. 100; Werke 2, p. 228; cf. P. Mansion11%), Mathesis (1) 7 (1887), p. 224/5].

91) T, J iiber die dlich oft oscillirenden und unstetigen
Fanctionen, Tiibinger Universititsschriften ans dem Jabre 1870, éd. Tubingue 1870;
réimp. Math. Ann. 20 (1882), p. 77 et suiv.; J. 8. Ersch et J. &. Gruber, Allgemeine
Encyclopidie 90, Leipzig 1871, p. 189 (article: Grenze).

92) Voir II 1, 18.

93) Le dernier essai de ce genre somble avoir été fait en 1872 par Ph. Gilbert
[Mém. couronnés et autres Mém. Acad. Belgique in 8°, 23 (1873), mém. n° 3,
P- 1/16; voir aussi B. Catalan et Ph. Gilbert, Bull. Acad. Belgique (2) 33 (1872),
p- 367, 498, 502]; la conclusion a été rectifiée par Ph. Gilbert lui-méme [Bull,
Acad, Belgique (2) 85 (1878), p. 709/17].*

94) ,G. Darboux a communiqué & la Société mathématique de France le
19 mars 1873 et le 28 janvier 1874 [Arm. Ko Norm (2) 4 (1875), p. 92 et suiv.]
plusieurs ples de foneti ti non dérivables en une infinité de points
d'un intervalle fini. Parmi ces exemples, il y en a un od la fonction continue
envisagée n'a de dérivée en aucun point de Dintervalle envisagé [voir encore
P'addition & ce mémoire Ann. Ec. Norm. (2) 8 (1879), p. 175/202].

H. A. Schwarz a communiqué & la Société suisse des sciences naturelles®?)
le 19 avril 1873 un exemple de fonction continue sans dérivée.
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non-dérivables®), et si I'on ne tepait pas compte des applications de
l'analyse aux sciences expérimentales on pourrait méme dire que, parmi
les fonctions continues, ce sont les fonctions non-dérivables®) qui
constituent le cas général®).*

8. Dérivée & droite. Dérivée a gauche, Soit
y=1f(=
une fonetion continue de la variable x. Lorsque, pour une valeur
déterminée de z, le quotient des différences i‘z de y et de z tend

vers un méme nombre fini, de quelque fagon que la différence Az
tende vers zéro par valeurs positives, on dit®®) que ce mombre fini est
le nombre dérivé d droite de la fonction f(x) au point . On dit alors
aussi que f(#) est dérivable ¢ droite au point z.

On peut représenter le nombre dérivé & droite de f(x) au point z
par le symbole

f'(z+0).

Voir aussi M. Lerch, J. reine angew. Math. 103 (1888), p. 126 [décembre 1886].

L’exemple donné par Ch. Celiérier [Bull. sc. math. (2) 14 (1890), p. 142/60]
est trés voisin de celui de K. Weierstrass. Le mémoire de Ch. Cellérier, intitulé:
,Note sur les principes fondamentaux del'Analyse” a ét¢ trouvé dans les papiers
de Ch. Cellérier; il est écrit de sa mrin sur du papier jauni par le temps.

U. Dini, Fondamenti ‘%), p. 147; trad, p. 204 (n° 118); E. Pascal, Esercizi
e note critiche di calcolo infinitesimale, Milan 1895, p. 124/8.*

95) JLa d tration de K. Weierstrass®®) est reproduite par C. Jordan,
Cours d’Aunalyse (1° éd.) 8, Paris 1887, p. 577.

Ch. J. de la Vallée Poussin [Aun. Soc. scient. Bruxelles 16! (1891/2), p. 57/62]
démontre autrement ce méme théordme et I'étend (p. 60) au cas ou, a étant
pair, on a

96) ,Voir par ex. A. Képcke, Math. Ann. 29 (1887), p. 123; 34 (1889), p. 161; *

@. Peano, id. 86 (1890), p. 167; D. Hilbert, id. 38 (1891), p. 459; E. H. Moore,
Trans. Amer. math, Soc. 1 (1900), p. 72/90.*

97) ,A. Harnack [Die Elemente der Differential- und Integralrechnung, Leipzig
1881, p. 33] a essayé de f ler des diti é ires et sufl tes per-
mettant de reconnaitre si une fonction donnée admet des dérivées.

E. Steinitz [Math. Ann. 52 (1899), p. 68/69] a étndié d’une fagon générale
les conditions d’existerce des fonctions continues non dérivables.*

98) 0. Stolz [Grundziige®!) 1, p.35) a donné des conditions suffisantes pour
quune fonction admette une dérivée unilatérale.

Les recherches de U. Dini [Fondamenti‘®), p. 66, 188; trad. p. 87, 257
(n 68 et 143)] sont plus générales. Voir aussi J. Tannery, Iutrod.*?), (1°éd.)
p. 218/9; (2° 6d) 1, p. 340/L.*
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Lorsque, pour une valeur déterminée de z, le quotient »AAf—f—) tend

vers un méme nombre fini de quelque fagon que la différence Az

tende vers zéro par valeurs negatives, on dit de méme®) que ce

nombre fini est le nombre dérivé d gauche de f(x) au point #. On

dit alors aussi que f(x) est dérivable & gauche au point z. On peut

représenter le nombre dérivé & gauche de f(x) par le symbole'®)
Fla—0).

Les nombres dérivés a droite et & gauche d'ume fonction f(z)
en un point & sont parfois dits nombres dérivés unilatérauz.

Une fonction f() peut, en un point z, n'étre dérivable qu’a droite
ou n'dtre dérivable qua gauche; si elle est dérivable & droite et &
gauche d’un point z, les deux dérivées unilatérales peuvent &tre
distinctes I'une de I'autre™?).

On appelle fonction dérivée unilatérale (soit & droite, soit & gauche)
de f() dans un intervalle (a, b) la fonction qui, en chacun des points
de cet intervalle, a pour valeur celle de la dérivée unilatérale envisugée
de f(x) en ce point z.

Quand en un point x, de quelgue manidre que l'on fasse tendre
Az vers zéro par valeurs croissantes [ou par valeurs déeroissantes], le

quotient des différences Ag(:) tend vers -+ oo, on convient de dire

encore, par extension, que la fonction f(#) admet, en ce point «, une
dérivée & gauche -+ 0o [ou une dérivée & droite + oo].

On parle, de méme, d'une dérivée & gauche — oo [ou d’une
dérivée & droite — oo] de f(x) en un point x, quand, en ce point z,
A7)

Azx
zéro par valeurs croissantes [ou par valeurs décroissantes].

tend vers — oo de quelque manitre qu'on fasse tendre Az vers

99) .J. Thomae [Bestimmte Integrales?), p. 8] appelle les dérivées & droite
dérivées prises en arriére (rickwirts) et les dérivées & gauchoe dérivies prises en
avant (vorwdrts).

P. du Bois- Reymond [Math. Ann. 16 (1880), p. 120] appelle, au contraire, les
dérivées a droite dérivées antérieures (vordere) et les dérivées & gauche dérivées
postérieures (hintere).*

Cf. 111, 10.

100) U. Dini [Fondamenti *¢), p. 200; trad. p. 272 (n° 149)] crit aussi d; pour
la dérivée & gauche et d, pour la dérivée & droite de f(x).

101) ,On pourrait appeler dérivée moyenne au point @ la limite

fim  [Ete)—fe—a)
§=0, &=0 5+

ol 5 >0 et & >0 [voir P. du Bois-Reymond, Math. Ann. 16 (188C), p. 121].¥
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On étend aussi, comme on l'a fait pour la notion de dérivée elle-
méme, la notion de dérivée unilatérale aux points £ = + oo et 2 = — oo,
9. Dérivées supérieures et inférieures, & droite et & gauche 108),

Soit v =f@)
une fonction univoque de &, finie dans le voisinage du point z, mais
n'étant pas, en général, une fonction continue de z. Si # ++ Az est
situé dans les enviroms, & droite, du point z, et si
¥+ Ay =[l=z+ A),

on démontre que le quotient des différences % admet toujours, quand
Az tend vers zéro par valeurs positives, deux limites d’indétermination %),
Tune supcricure, Uautre inférieure. Lu limite supérieure d’indéter-
mination est ce quon appelle la dérivde supérieure & droite'®) de la
fonetion f(z) au point envisagé x; on la désigne par le symbolei)

D f(z).

La limite inférieure d’indétermination est ce qu'on appelle la dérivée
inférieure & droite au point envisagé x; on la désigne par le symbole
D, f(@).

Dans un intervalle (a, b) la fonction dérivée supérieure a droite
de /() est définie par la condition de coineider en chaque point
de (a, b) avec la dérivée supérieure & droite de f(z) en ce point .
On définit de méme la fonction dérivée inférieure a droite de la
fonction f(z) dans l'intervalle (a, b).

Si dans ce qui précéde au lieu d’envisager les environs 3 droite
d'un point x de Tintervalle (a, b) on envisage les environs & gauche

102) Cf. T 2, 38.

103} P. du Bois- Reymond, Antrittsprogramm enthaltend newe Lehrsiitze
iiber die Summen unendlicher Reihen zur Ubernahme der ordentlichen Professur
fir Mathematik an der Universitiit Freiburg i/Baden (s. d) [1870], p. 8; Abh,
Akad. Minchen 12 (1876) Abt. II, p. 1/103.

104) Ce nom leur a ét6 donné par L. Scheeffer [Acta math, 5 (1884/5), p. 52].
On observera toutefois que la notion correspondante est déja mise en pleine lumitre
par U. Dind [Fondamenti®®), (chap. XI et XII); voir en partic,, p. 191; trad.
p. 261 (u° 145)].

105) L. Scheeffer, Acto, math. 5 (1884/5), p. 281. Les notations de U. Ding
[Fondamenti *¢), p. 190; trad. p. 260 (n° 145)] et celles dont M. Pasch a fait usage
[Math. Ann. 30 (1887), p. 1356] semblent moins pratiques.

U. Dini emploie les symboles 4, 1, 47, 4. dans le sens de

=D, A,—D% 3 =D_, 4l—D

M. Pasch emploie les symboles D—, D*, _D, .D dans le sens de

~—D,, D*=D* D=D_, ,DwD-.
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de ce point 7, on obtient de méme une dérivée supérieure 3 gauche,
D 1),
de la fonetion f(z) au point # et une dérivée inférieure i gauche,

D_f(x),

de la fonction f(x) au point «. Et I'on définit encore, de méme, les
fonetions dérivées supérieure i gauche et inférieure & gauche de la
fonction f(#) dans lintervalle (a, b).

Si les dérivées supérieure et inférieure & droite D+f(x) et D, f(=)
d'une fonction f(x), continue dans lintervalle (a, ), n'admettent,
dans cet intervalle, que des discontinuités telles quen chaque point z
de (@, b) les limites

lir% D+f(zx + &), liu:) D,f(x + &),

»

ol ¢ tend vers zéro par valeurs positives, existent et soient égales,
la fonction continue f(z) est dérivable & droite [n° 8] dans Vinter-
valle (@, b), et sa dérivée & droite au point » est précisément la valeur
commune de ces deux limites en ce point z.

De méme si I'on &, en chaque point z de (a, b),
lim D-f(x — &) = im D_f(z — ¢),
=0 =0

cette valeur commune est précisément la dérivée i gauche [n° 8] de f(x).
Bi lune des quatre fonctions dérivées

D*f(@), Dyf(@), D f(z), D_f(z)

est continue dans Vintervalle (a, b), les trois autres lui sonb toutes
trois identiques et leur expression commune

D+f(z) = D, f(2) = D-f(z) = D_f(x)
est précisément la fonetion dérivée!®) D f(2) de f(z) dans linter-
valle (a, b).

L'étude des fonctions f(z) qui admettent quatre fonctions dérivées
distinctes, ou méme deux dérivées distinctes (Iune 2 droite, Fautre &
gauche), rentre dans I'ébude générale des fonetions. Nous wenvisagerons,
dans cet article, que des fonetions dérivables au sens du n° 4, Au
début du caleul mtégral [ef. IL2 et I14] au contraire, il semble
indispensable d’envisager des fonctions plus générales ayant quatre
dérivées distinctes.

108) U. Dini, Fondamenti %), p. 194/200; trad. p. 26573 (n°® 148 et 149).
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10. Dérivées du second ordre. Dérivées d’ordre quelcongue.
On dit souvent que la dérivée f(z) d'une fonction f(x) est la dérivée
premiére ou du premier ordre de f(x).

Quand la fonction f'(z) est elle-méme dérivable, on dit que sa
dérivée premiere ou dérivée du premier ordre est la dérivee seconde,
ou du second ordre, de la fonction f(x).

,On représente la dérivée seconde de f(z), soit, d’aprés J. L. La-
grange'®), par le symbole

(=)
soit, d'apres L. F. A. Arbogast et A. L. Cauchy par le symbole
DDf(x), ou D¥f(x), ou D,Of(x).

Si y = f(x) on écrit souvent y” au lien de /().
En un point déterminé z de lintervalle (¢, b) envisagé om a
d'ailleurs

£ = lim lim (3 [f@ + B+ B) = flo + 1) = fle + 4 + @)

Observons que cette expression pourrait servir de définition 4 la
dérivée seconde d'une fonction f(z), mais quon ne pourrait définir
f(x) par Vexpression

tim (5 [f(@ + 28) — 2/(& + ) + F(2)])

que Pon déduit en premant h = k; cela tient & ce que, quoique cette
derniére limite représente toujours f”(z) quand f”(z) existe, elle a
cependant des valeurs déterminées pour certaines valeurs de z pour
lesquelles f(x) n'admet pas de dérivée seconde™).

On peut de méme introduire successivement les notions de
dérivée d'ordre 3, d'ordre 4, ... et l'on parvient ainsi de proche en
proche & la notion de dérivée d'ordre quelconque u. La dérivée
d’ordre » de f() est la dérivée du premier ordre de la dérivée f*"~"(z),
d'ordre » — 1, de f(z). On la représente par le symbole

1) o D).

Si y = f(«), on éerit souvent y™ au lieu de f0(z).

107) ,Le symbole /" (z) a parfois 6t¢ utilisé déji par L. Euler [of. Inati-
tutiones calculi integralis 3, St. Pétersbourg 1770, p. 113/4: perpetuo in designandis
functionibus hac lege utemur, utsit d.fiv=dvf :v sicque porrod.f :v =dvf":v]
(Note de G. Knestrom).*

108) Cf. 4. Harnack, Math. Ann. 23 (1884), p. 260; O. Stolz, Grundziige®?) 1,
p- 93; E. Pascal, Esercizi calcolo infinit.*), p. 174.
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Si Fon pose
AN(z) = f(@ + k) — f(2)
AD(z) = AW (z + hy) — AVz
AD(z) = A=D(z + k) — A=)
on a
lim 2%
M=0, b0, ..., hp=0 Py Py

(e) =

On pourrait encore'®) prendre le second membre de cette ex-
pression comme définition de f*(x); mais si Lon prend hy, k..., h,
égaux entre eux, l'expression

lim 27@

R o)

a=0
3 laquetle elle se réduit peut avoir des valeurs détermindes en cer-
tains points z od f"(xz) n'existe pas: A"(z) est ici égal &
fatnh)— 2 @+ nh—h) + "2V (g nh—2h)— -+ (— 1) f(a).
JPour les fonctions clémentaires f(x) [I17, 1] et plus généralement
pour les fonctions f(z) qu'on peut construire par un nombre fini
d'opérations soit en utilisant les quatre opérations rationnelles soit en
utilisant la notion de fonction de fonction, la fonction f#)(z) est (sauf
en des points singuliers z) dérivable quel que soit n. On dit de ces
fonctions qu'elles admettent, en général, des dérivées de tous les ordres™).

Voici quelques exemples de dérivées ni*=e* de fonctions élémen-
taires: m et ®» désignant des nombres entiers positifs, on a

Dz"] =m(m —1)...(m —n+4 1)z"~" pour n<m
et D ®zm] =0, pour n>m

D] = e,

D,"[e*] = a” log" a,

D ™ [sin z] = sin x-}—m’ D ®[cos x] = cos z+m'
z 2 ) z | 2 )

(— 1"t — 1)t
,

D[log, 7] = T ©>0,
D" [are tg x] = e li sin n[’;— -+ are tg z]
(1+ah*
L AP DV S R . wi=)—1;
O e L b b

109) ,Cf. A. Genocchi, Nouv. Ann. math. (2) 8 (1869), p. 385/8.
110) ,C. A. Laisant [Assoc. fr. avanc. sc. 27 (Nantes) 18982, p. 106; id. 18982,
p. 76/9] a essayé d'introduire sous le nom de dérivées fuctorielles des expressions
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dans les trois dernidres lignes on suppose % > 2; pour #>2, on a
aussi 117)
. . 1.3...2n—3) hg
D, ™[are sin ) =~ 20T =
<lare ) gn=1 A— " Y1—z

. . N n—1
od, en désignant par m, ny, ..... les coefficients binomiaux i
#-—1)(n—2 .
(‘—I)L?W’ ----- » on a posé
A==a)? R A

1.n 1—=x 1.3
Y=1—y,0 ite V@ s@n—s AFm Fugat

11, Théoréme des accroissements finis. ,B. Cavalieri™2) appelle
déja l'attention sur le fait, d'ailleurs évident pour les eourbes usuelles,
quen un au moins des points d'un arc de courbe usuel, la tangente
a Tarc est paralletle & la corde joignaut les extrémités de Varc*

En cherchant & dégager, de ce fait géométrique, une propriété
des fonctions continues y = f(x) d'une variable, dérivable dans un
intervalle (@, b), on parvient (en fixant l'axe des x sur la corde
joignant les extrémités de I'arc envisagé) an théoréme de Rolle™) que
Ton peut énoncer ainsii'é):

f1@®), fo(@), ... qui sont lides assez simplement aux dérivées successives de f(x).
Aiusi pour un polynome f(xz) on a
1. 1
fl@) =" (=) -+ gl @+ @

111) Pour les dérivées d’ordre n d'autres fonctions, voir par ex. J. Bertrand,
Traité de caleul différentiel 1, Paris 1864, p. 140 et sniv.

Indiquons ici les dérivées suivantes:
sin (n &

D — eyt 1P t185. L @ —1) 008 @)

1 m—1 B! 1 1 1
D;n)[;l"gs“]:(* 1 o ,’1[1'1"'2 +'3"+"‘+’” —]“E’cl‘]y

D[ sim ] = 2 sin (x T ’%) ,

sin

i
s (m+ ":) -

7

DS‘) [ cos ] = -
gin’

Wy

112) ,Geometria indivisibilibus continuorum nova quadam ratione promota,
Bologne 1635; (2¢ éd.); Bologne 1653, p. 492.*

WCL. G. Vacca, Bibl. math. (3) 2 (1901), p. 148/9.*

113) ,Ce théordme est différent de celui qui a été énoncé en 1690 par
M. Rolle [Traité d’Algébre, Paris 1690, p. 128] et qui du reste no s’occupe que
du cas o f(x) est un polynome. M. Rolle énonce ainsi le théoréme dont il s'agit:

Lorsqu'il y a des racines effectives dans une cascade, les hypothéses de
cotte cascade donnent alternativement l'une - et I'antre —.

11. Théordme des accroissements finis. 269

Lorsqu'une fonction f(z), univoque et continue dans l'intervalle
(@, ), Clest-d-dire [cf. n°4; 111, 4] pour a < g <b, gannule pour
% =a et pour & —b, et admet & Vintérienr de (a,d), c'est-a-dire pour
a <z <b, une dérivée f'(z), en général finie mais pouvant étre + oo
ou — oo en des points isolés de (, b), il existe un point z =& (au
moins) & l'intérieur de lintervalle (a, b), pour lequel on a

(& =0.

Lorsqu'une fonction univoque f(x), s'annulant pour # — g et z=",
est dérivable dans lintervalle (a, b), les hypotheses sous lesquelles le
théoréme de Rolle sapplique sont d'ailleurs manifestement vérifides.

Le théortme de Rolle se déduit immédiatement du théorsme de
Weierstrass [II 1, 9, théoréme «] daprés lequel une fonction finie
et continue dans un intervalle (@, b), et admettant par suite, dans
cet intervalle, une borne supérieure et une borne inférieure, atteint
effectivement pour un point au moins de cet intervalle sa borme
supérieure et pour un point au moins de cet intervalle sa borne
inférieure.

Du théortme de Rolle on déduit aisément %) la formule des ac-

Dans le langage de M. Rolle la locution ,ecascade” signifie une équation
et la locution ,les hypothéses de la cascade* signifie ici les racines de I'équation
dérivée; on peut rendre ainsi le théordme: i une équation algébrique f(x) =0
n’a que des racines réelles et inégales et si @ ot b sont deux racines consécutives
de I'équation /() — 0, une des racines de I'équation f(&) =0 est situde entre
a et b [cf. G. Enestrom, Bibl. math. (3) 7 (1906/7), p. 302,

Le théoréme appelé aujourdhui ,théoréme de Rolle a 6té énoncé en 1691
par M. Rolle [Démonstration dune méthode pour résoudre les égalitez de tous
les degrez, Paris 1691, article 9 corollaire 6 et article 11; cof. F. Cajori, Bibl,
math. (3) 11 (1910/1), p. 306/7], dans le cas ot F(x) est un polynome, sous une
forme équivalente 3 celle-ci: i a et b sout deux racines consécutives d'une
€équation algébrique, il y a entre @ et b une racine de l'équation f@)=0.
(Note de G. Enestrom).*

114) ,Au sujet des premitres démonstrations rigoureuses du théortme de
Rolle, voir 4. Pringsheim, Bibl. math. (3) 1 (1900), p. 454; Voir aussi U. Dini,
Fondamenti ®), p. 75; trad. p. 100/1 (n°® 72); A. Harnack, Die Elemente der Diffe-
rential- und Integralrechnung, Leipzig 1881, p. 64; M. Pasch, Einleitung in die
Differenzialrechnung, Leipzig 1882, p. 83; P. Mansion, Résumé du cours d’analyse
infinitésimale de I'Université de Gand, Paris et Gand 1887, p. 80/2 [démonstration
basée sur le lemme de K. Weierstrass]; .J. Tannery, Introd.®%), (ire éd.) p. 231,
(2° €d.) 1, p. 359; A. Demoulin, Mathesis (3) 2 (1902), p. 81.*

115) ,Dans ses cours professés a 'Kcole polytechnique, 0. Bonmet a d tré
cette formule en toute rigueur en s’appuyant sur le théoreme de Rolle.* Il donnait en
outre une démonstration du théordme de Rolle qui, telle du moins qu'elle est exposie
dans J. 4. Serret [Cours de caleul différentiel et intégral, (1 éd.) 1, Paris 1868,
P- 17/9; (5 éd) 1, Paris 1900, p. 17/9 (les éditions successives ne sont que de
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croissements finis qui joue un réle fondamental dans tout le caleul
différentiel '®) et n’est, au fond, elle aussi, comme le théoréme de
Rolle, qu'une traduction en langage précis du fait intuitif sur lequel
B. Cavalieri avait appelé Iattention des géometres. On peut I'énoncer
ainsi:

- Soit f(z) une fonction univoque finie et continue de & dans
Pintervalle (a, b), admettant & Vintérieur de (a, b) une dérivée (uni-
voque), en général finie, mais pouvant étre 4 oo, ou — oo en des
points isolés de (a, b)!"). Pour une valeur (au moins) du nombre
réel 0, comprise entre O et 1, on al%)

fO ~fy=0—a)f ) on t=a+0b—a)

En d'autres termes, si x et z + h sont tous deux dans l'inter-

valle (a, b), on a
flx -+ h)— f(@) = hf (x + Oh).

La démonstration ne suppose pas la continuité de la fonction
dérivée f'(z).

Si les conditions précédentes sont vérifiées pour la dérivée f'(z)
de f(2) non seulement 3 Vintérieur de (a4, b) mais dans tout linter-
valle (a, b), les conditions, concernant f(), sous lesquelles la formule
a té établie sont toujours vérifides''?)

simplea réimpressions)] est loin d'dtre & Vabri de toute objection. G. Pearc [dans
A. G hi, Calcolo diff iale, Turin 1884, Apnotazioni p. XIV; voir aussi
@G. Peano, Nouv. Ann. math. (3) 3 (1884), p. 45, 163, 252] observait que Dalter-
native il faudra qu'elle [la fonction] commence & croitre en prenant des valcurs
positives ou & décroitre* peut ne pas se produire, comme ou le voit en envisageant

. L1 . .
la fonetion y = x sin  9ux environs du point £ =0.

116) ,T1 convient de remarquer que ce role fondamental résulte surtout du
mode d'exposition du caleul différentiel que l'on a aujourd’hui généralement
adopté. Pour J. L. Lagrange, qui se plagait & un point de vue différent, cette
formule n'était qu'une conséquence de la formule de Taylor [Fonctions analyt.*”),
(1% éd.) p. 49; Euvres 9, p. 83].*

117) ,Voir U. Dini, Fondamenti*®), p. 69; trad. p. 90 (n° 71).*

118) Le méme théoréme @ lieu lorsque la fonction f(x) finie et continue
dans Vintervalle (¢, b) n’admet dane cet intervalle quune dérivée & droite f(z)
par exemple, elle-méme continue. On a alors [ef. J. Thomae, Bestimmte Inte-
grale®?), p. 10; 4. Harnack, Die Elemente der Diffe ial- und Integralreck
Leipzig 1881, p. 181] pour un nombre (au moins) @ compris entre 0 et 1

fO)—fl@y=0—a)f{@F), ot E=a+0b—a).

119) ,Comme on a a<Ca - 6(b— a)< b le théoréme sous lequel on peut
énoncer la formule des accroissements finis pourrait &tre désigné sous le nom
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La démonstration du théoréme de K. Weierstrass sur lequel repose
en dernidre analyse le théortme des accroissements finis est de celles
auxquelles L. Kronecker refuse le droit de cité en mathématiques parce
qu'elle ne fournit aucun procédé permettant de déterminer effectivement,
avec une approximation donnée & l'avance, les bornes supérieure et in-
férieure et par suite le nombre @ dont il est question. Pour combler
cette lacune G. Kowalewski'*®) démontre le théordme des accroissements
finis en formant une suite infinie qui définit le point a + 6 (b —a)."

Du théortme des accroissements finis il résulte que si, dans
Tintervalle (a, #), la valeur absolue de f'(z) reste inférieure & un
nombre positif donné M, i tout nombre positif & donné aussi petit
que Pon veut on peut faire correspondre un nombre positif % tel que
dans tout intervalle plus petit que v compris dans (a, b) l'écart de

*

() soit plus petit que . Il suffit, par ex!®), de prendre y — TEJTH'

Nous allons indiquer plusieurs conséquences trés importantes que
Ton peut déduire du théoréme des accroissements finis. Elles con-
cernent les fonctions f(x) univoques et admettant dans Dintervalle
(a, b) une dérivée f'(z).

L 8i, dans lintervalle (a, b), la dérivée f'(z) est constamment
nulle [sauf éventuellement en un ensemble dénombrable'™®) de points
ot la fagon dont se comporte la dérivée n'importe pas], f(z) est
constante dans Vintervalle (a, d).

11 Si, dans Pintervalle (a, b), la dérivée f(z) n'est jamais négative,
et si f'(z) n'est pas nulle pour fous les & d'un intervalle fini quel-
congue compris dans (a, b), la fonction f(x) est croissante dans Vinter-
valle (a, b). En d’autres termes, on peut déterminer un nombre positif
& tel que, en chacun des points z situés d lintérieur de (a, b), le
rapport

feton—1@
Ax
soit positif pour tout Az plus petit que ¢ en valeur absolue. On a
alors en particulier f(b) > f(a).
IIL. Si, dans lintervalle (g, b), la dérivée f'(«) est constamment

de ,théortme de la moyenne® si 'on n'avait pas déja réservé ce nom a deux
théordmes du calcul intégral [cf. Il 4].*  Plusieurs auteurs italiens disent effec-
tivement ,theorema del valor medio'; voir par ex. C. Arzeld, Lezioni di calcolo
infinitesimale 1, Florence 1901, p. 156 (Note de G.Vivanti).*

120) ,Ber. Ges. Lpz. 52 (1900), math. p. 214/9.*

121) ,Cf. J. Tannery, Introd.®®), (2¢ éd.) 1, p. 862/3.*

129) Cf U. Dini, Fondamenti*®), p. 73; trad. p. 95/6 (n° 72).
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positive [sauf éventuellement en un ensemble dénombrable de points
ot f'(x) peut étre nulle], les mémes conclusions subsistent et Ion a
encore

&) > f(a).

IV. 8i, dans lintervalle (a, b), la dérivée /(x) n'est jamais positive,
et si elle n'est pas nulle pour fous les z d'un intervalle fini quel-
conque compris dans (a, d), la fonetion f(z) est déoroissante dans
lintervalle (a, b). En d’autres termes, on peut déterminer un nombre
positif & tel que, en chacun des points z situés & Pintérieur de (a, b),
le rapport

flo+Ax)—f(x)
Az

soit négatif pour tout Az plus petit que & en valeur absolue. On a
alors, en particulier, f(b) < [(a).

V. 8i, dans lintervalle (a, ), la dérivée f'(z) est constamment
négative [sauf éventuellement en un ensemble dénombrable de points
ot f'(x) peut &tre nulle], les mémes conclusions subsistent et 'on a
encore

1) <f(a).

VI 8i, en chacun des points d'un intervalle (a, b), deux fonctions
univoques finies et continues f(2), p(z) admettent la méme dérivée
[sauf éventuellement en un ensemble dénombrable de points], la diffé-
rence @(x) — f(x) est nécessairement constante dans tout l'intervalle
(a, D)),

Les réeiproques de ces théorémes sont évidentes, mais ces théo-
rémes eux-mémes ne sont pas évidents. Ils ne le seraient que si,
pour chaque fonction envisagée f(x), lintervalle (a, b) pouvait &tre
décomposé en un nombre fini dintervalles dans chacun desquels f(x)
serait ou constante, ou croissante, ou décroissante, ce qui n'est pas.*

On peut généraliser, de diverses manitres, la formule des ae-
croissements finis.

123) On peut également démontrer que ¢ (x) — f(x) est nécessairement une
constante dans tout lintervalle (a, b), quand on sait seulement qu'en chacun
des points de (a, b) [sauf tuell en un ble d brable de points]
une des quatre égalités suivantes est vérifide:

Dtf(@)=D*p(@), D,fl(x)=D,g(),
D fx)=D"9@, D.f@)=D_g@.

Cf. L. Scheeffer, Acta math. 5 (1884/5), p. 282; au sujet du lemme sur lequel

on g'appuie, voir id, p. 184.
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8i m et M désignent le minimé et le maximé de f'(z) dans
lintervalle (a, b), la formule des accroissements finis revient & la
double inégalité

w016y

Cest sous cette forme que cette formule a été wutilisée par 4. M.
Ampére') et quelle a 6té généralisée par A. L. Cauchy 3 qui L'on
doit les propositions que voici:

3i deux fonctions univoques f(z), ¢(x) sont dérivables'®) dans
un intervalle (a, b) et si m et M désignent le minimé et le maximé
/:(x) dans cet intervalle, on a'%%)
¥ (@)

du quotient

T — fla)
"< o= o <M

Pour un choix convenable du nombre positif @, plus petit que 1, on
a aussil®’)

o—fa) _ @

s —9@ " ¢'@’
ot {=a+ 60(b—a) est compris & Vintérieur de (a, b); en d'autres
termes on a

fath)—f@ _ f @+ 0n
glat+h)—g@) ¢ @toh

pourva que ¢’(%) ne soit ni nulle, ni infinie dans lintervalle (a, a + %).
Ces formules et d'autres analogues'™) sont d’ailleurs comprises

124) ,Cette forme convenait & I'objet que A. M. Ampére avait en vue: il
cherchait & déterminer une borne supérieure et une borne inférieure pour l'ex-
pression du reste dans la formule de Taylor [J. Ke. polyt. (1) cah. 13 (1806),
p. 153].*

125) A. L. Cauchy supposait ces dérivées elles-mémes continues dans l'inter-
valle (a, b); cette restriction est inutile. On trouve [S. Realis, Nouv. Ann. math.
(2) 8 (1887), p. 415] d'autres théortmes déduits du théordme de Rolls of l'on
suppose tout aussi inutilement que les dérivées sont continues dans l'inter-
valle (a, b).

126) Calenl diff.*%), p. 33/4; (Buvres (2) 4, p. 308/9.

127) Calcul dif.*%), p. 37; GBuvres (2) 4, p. 313. Voir aussi F. N. M. Moigno,
Legons de caleul différentiel et de calcul. intégral 1, Paris 1840, p. 33.

128) Voir par ex. J. Arez [Jornal sciencias math. astron. (Coimbre) 11 (1892/3),
p. 18781
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comme cas particuliers dans la relation'®)

& 9@ v®

‘f(a) ¢ ¢(@;=0

e e® v

dans laquelle 7(z), ¢(2), ¥(z) désignent des fonctions univoques con-
tinues quelconques de z, dérivables dans l'intervalle (a, b), et § une
valeur déterminée de z comprise & Vintérieur de cet intervalle.

Pour % (2) — 1, on retombe sur la généralisation de A. L. Cauchy™™)
de la formule des accroissements finis; pour ¢(x) = ¢(2) =1, on
retrouve la formule des accroi ts finis ell

H. A. Schwarz'™) a généralisé cette formule fondamentale en
D’étendant, en quelque sorte, & un nombre quelconque de fonctions.
JT. J. Sticltjes'®®) a ensuite donné une démonstration de caractére plus
élémentaire de cette formule générale”

Dans le cas de trois fonctions f(2), (%), ¥ (%), univoques et
continues de , admettant dans lintervalle (z, b) des dérivées secondes,
on &, en désignant par @, &y, &y [# <& < &) trois points situés
dans lintervalle (a, b),

flo) o(@) v@) | (1o’ |fl@) el) ¢
2 @) o) v(m) = Loyt l=< FE) 9@ @
flas) p(xs) wlas) | 1 EEAAE R MO HOREO) ‘
ol @, <t <z, oy << @yt

La formule que l'on obtient en cberchant & déduire directement
du théoreme fondamental un théoreme analogue concernant les fonetions
complexes

1(t) = () + iv ()

d'une variable réelle ¢ n'offre pas grand intérét'®®). On obtient, au con-
traire, une formule trés utile & l'occasion, en commengant par observer
que si l'on trace une ligne convexe quelconque entourant la courbe
dont les équations sont
z=¢'t), y=v¥(Q

129) . Peano, dans A. Genocchi, Calcolo differ.?1?), Annotazioni p. XIV.

130) ,G. Darboux, dans J. Tannery [lotrod.®%), (1™ éd.) p. 894] a donné
encore une autre généralisation de la formule des accroissements finis.*

131) Ann. mat. pura appl. (2) 10 (1880,2), p. 129/36.

132) ,Nouv. Ann. math. (3) 7 (1888), p. 27/30; Bull. Soc. math. France 16
(1887/8), p. 100/13.

183) Voir par ex. P. Mansion, Résumé d'Analyse infin.'™), p. 97.
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(pouvant méme avoir avec cette courbe des points communs, mais
alors isolés) le point dont laffixe I est défini par la relation
10— 1@
b—a

ne peut en aucun eas étre situé en dehors de cette ligne convexe.
Cette proposition suppose que, dans Pintervalle a < ¢ <b, la fonetion
complexe f() de la variable réelle ¢ est univoque continue et admet
une dérivée f'(f) elleméme continue, ne se réduisant pas & une cons-
tante!®). On en déduit aisément la formule annoncée

by —fla) =i — a)f'[a + 6( — a)],
oit A est un nombre, en général complexe, dont la valeur absolue ne
peut dépasser l'unité et & un nombre réel vérifiant les inégalités
0<L60<1. Cette formule est due a G. Darbouxz'®) qui l'a d'abord
démontrée directement en faisant usage de considérations empruntées
4 la Géométrie et 3 la Mécanique.

B. Riemann®%) est sang doute le premier qui ait montré comment
on peut étendre le théordme fondamental i des dérivées du second
ordre. H. A. Schwarz a démontré™) que si une fonction f(z) finie et
continue dans un intervalle a <o < b, est telle que la limite
t (D204 o)

't

h=0

est nulle pour toute valeur de z vérifiant les inégalités a << x < b, cette

134) Voir O. Stolz [Grundziige der Differential- und Integralrechnung 2,
Leipzig 1896, p. 69] qui attribue cette proposition & K. Weierstrass. 11 suffit
méme qu'en a la fonction f(f) admette une dérivée & droite, en b une dérivée
i gauche.

135) J. math. pures appl. (3) ¢ (1876), p. 291. La formule démontrée par
G. Darboux est plus générale et correspond i la généralisation due & 4. L.
Cauchy de la formule des accroissements finis, citée plus haut.

136) Habilitationsschrift®®), § 8; Abh. Ges. GOtt. 13 (1866/7), éd. 1868,
p. 124/6; Werke®®), (2¢ éd) p 248; trad. p. 251.

137) Ce théoréme est cité dans G. Cantor, J. reine angew. Math. 72 (1870),
p. 141, Cf. H. 4. Schwarz, Math. Abh. 2, Berlin 1890, p. 3413, Voir aussi 4. Har-
nack, Math. Ann. 19 (1882), p. 247; Bull. sc. math. (2) 6 (1882), p. 256.

,Le mode de démonstration de H.A.Schwarz est analogue & celui, bien
connu de 0. Bonnet, publié par J. 4. Serret, Caleul diff,"%), (17 éd.) 1, p. 17/9;
(5* éd)) 1, p. 17/9.

U. Dini [Fondamentis), p. 92; trad. p. 122 (n° 84)] a montré que le théo-
réme de H. A. Schwarz subsiste lorsque, pour un ensemble dénombrable de points
de (a, b), on sait seulement que

lim (@) =D F (e —9)

0=0 4 0.
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fonetion est nécessairement de la forme oz + B, ol « ot § désignent
des constantes, en sorte que sa dérivée du second ordre est nulle.
A. Harnack™) a ensuite continué ces recherches, en les étendant i
des dérivées d'ordres supérieurs au second.

12. Différentielles. Si y = f(x) est une fonction univoque de z
dérivable au point 2, les aceroissements correspondants Az, Ay dela
variable # et de la fonction y au point z sont liés par une relation
de la forme

Ay =f'(z)Az + RAz,

o R tend vers zéro avec Agz.

Envisageons Az comme un quelcongue des accroi ts de .
Nous dirons alors, aveec 4. L. Cauchy™?®), que le produit fini140)
f'(@) Az,

qui figure dans la relation précédente, est la différentielle™) de la
fonction f(#) an point 2.

La différentielle d'une fonetion y = f(z) en un point z est donc
le produit de la dérivée f'(x) de cette fonction au point x par une

138) Math. Ann. 23 (1884), p. 244/84; O. Hilder [Math. Ann, 24 (1884),
. 188] a étendu les inégalités d’Ampére aux dérivées du second ordre,

189) C. R. Acad. se. Paris 17 (1843), p. 278; (Buvres (1) 8, Paris 1893, p. 14;
Exercices d'analyse et de phys. math. 3, Paris 1844, p. 7.

Voir aussi Ch. Hermite, Cours d'analyse de 1'Ee. polyt. 1, Paris 1873, p. 65;
C. Jordan, Cours d'analyse, (2¢ éd.) 1, Paris 1893, p- 62/3; P.du Buis- Reymond,
Functionenth.*), p. 83, 182, 140; trad. p. 80, 114, 119; A. Genocehi, Calcolo
diff.119), p. 31.

140) ,Cest d'ailleurs 1i précisément la définition que G. W. Ledbniz a
donnée, au commencement de son mémoire wNova methodus pro maximis et
minimis itemque tangentibus“ [Acta Erud. Lps. 1684, p. 467/73; Werke, éd. C. I
Gerhardt, Math. Schr. 5, Halle 1858, p. 220/6], des guantités qu'il y appelle or-
dinairement différences et exceptionnellement quantités différentielles ou différen-
tielles. Mais comme . W. Leibniz donne sa définition sous une forme géométri-
que, il se sert, au lien de f'(x), du rapport de l'ordonnée & la sous-tangente
(Note de G. Inestrom).*

141) ,G. W. Leibniz g'est presque toujours servi du mot differentia pour
différentielle 1%, bien qu'il ait employé les locutions ,.calculus differentialis® et
waequatio differentialis. De méme ¢. F. A. de I Hospito! [Analyse des infini-
ment petits *%), (1™ éd.) p. 2] dit la portion infiniment petite dont une quan-
tité variable augmente ou diminue continuellement en est appelée la différence.
L'introduction du mot différentielle [differentialis ou differentialc] est due en pre-
mier lieu & Jean Bernoulli [voir par ex. Opera 3, Lausanne et Genéve 1742,
p. 387] et & L. Buler [voir par ex. Caleali diff.*"), p. 99] qui s'y réfere avee pen
de raison & G. W. Leibniz (Note de G. Enestrom).*
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quantité finie arbitraire Az [suffisamment petite]. Nous désignerons
la différentielle de y = f(x) au point 2 par le symbole dy.

Pour faire concorder cette notation avec le cas particulier oa
f(x) se réduit & z et od par suite f'(x) se xéduit & 1, on devra
représenter par dz la quantité finie arbitraire Az et dire de cette
quantité finie arbitraire quelle est la différentielle do la variable in-
dépendante 2 au point envisagé x.

En résumé on a, par définition, au point z, la relation?)

dy = £ @)ds,
dans laquelle chacun des dewx membres est une quantité finie arbi-
traire, ou si 'on veut une variable indéterminde, inférieure 3 une certaine
borne finie.

oA la vérité!®®) les différentielles dz et dy ne sont alors pas
déterminées: leur rapport seul est détermind, mais cela est plutot
utile, attendu qu'on peut ainsi disposer d'une différentielle.*

On définit de méme, d’aprés 4. L. Cauchy, la différentielle du
second ordre*) d*y de la fometion y= f(z) au point z comme étant
le produit de la dérivée seconde f"(%) en ce point  par le carré de
la quantité finie arbitraire dz, en sorte que lon a, par définition,

@y = f"(z) da®.

Et ainsi de suite. Ta différenticlle d*y d'ordre n de la fonction
9 =f(#) au point « est définic comme étant le produit de la dérivée
f™(x) en ce point z par la nitme puissance de la quantité finie arbi-
traire dz, en sorte que lon a

ary = f@(z)dz.

,La notation différenticlle est due & G. W, Leibniz *°) qui a fait

usage de la lettre d initiale du mot differentia.®

142) ,Quoique cette définition de la différentielle d'une fonction y de la
variable # ne préte & aucune embiguité, les recherches, de caractére plus ou
moins metaphysique, sur la nature des différentielles ne prennent point fin, méme
aprés la publication, des Exercices d’analyse et de phys. math, de 4. L. Cauchy.
Voir & ce sujet, 4. H. E. Lamarle, Mém. Soe. sc. Liége (1) 2 (1845/6), P 221/848;
Mém. Acad. Belgique 29 (1855), mém. n° 1, p. 69.*

143) (A. L. Cauchy, C. R. Acad. sc. Paris 17 (1848), p. 276/9; (Euvres (1) 8,
Paris 1893, p. 11/7.%

144) ,G. W. Leibniz appelait la différentielle du second ordre wdifferentio-
differentialis* [voir par ex. Acta Erud. Lps. 1693, p. 179; Werke, éd. C. I Ger-
hardt, Math. Schr. 5, Halle 1858, p. 287] ou differentia secundi gradus [voir
par ex. Acta Erud. Lps. 1695, p. $10; Math. Schr. 5, p- 321] (Note de G. Enestrom).*

145), Dans les premidres notes manuscrites o il o’agitdelanalyseinfinitésimale,
G. W. Leibniz se sert de différents symboles pour désigner les différenticlles. Le
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,On peut d’ailleurs remplacer la relation
dy — £ (@)dz
par la relation symbolique
=@
ou, plus explicitement, par la relation symbolique

dy . Ay
e Jim, 2
dans laquelle on conserve en quelque sorte, dans Texpression limite,
la trace du quotient dont elle est la limite*

('est 1a Dorigine de la locution quotient différentiel*®) dont on
a aussi fait usage pour désigner la dérivée™").

On peut évidemment, de méme, remplacer pour chaque indice n

la relation d*y — f*(x)da" par la relation symbolique™®)

d"y

g =@
26 octobre 1675, il désigne par @ la différentielle de la variable y [Briefwechsel von
(1. W. Letbniz mit Mathematikern publ. par C. I. Gerhardt 1, Berlin 1899, p. 150]

et trois jours plus tard il prend ! ou —g— au lieu de @ (id. p. 163, 135) pour

désigner la différentielle de y; quelques jours plus tard, le 11 novembre 1675
(id. p. 162, 163, 164) [dans son ma. intitulé ,Methodi tangentium inversae exempla*
Werke, éd. . I. Gerkardt, Math. Schr. 5, Halle 1858, p. 217], il garde d'abord

le symbole % pour la différentielle de x, puis il introduit définitivement le sym-
bole dy pour la différentielle de y, et, immédiat t apres {id. p. 220], le sym-
bole dx pour la différentielle de x (Note de . Enestrom).*

,Ce symbole est aujourd’hui universellement adopté. En Angleterre le premier
ouvrage [ R. Woodhouse, The principles of analytical caleulation, Cambridge 1803]

ou l'on en a fait usage ne date toutefois que du t du 191me sitcle.*
146) ,Cette locution a ¢té introduite vers la fin du 18tme sigcle par les
rep tants de I'Fcole combinatoire en Allemagne. En 1794, C. F. Hindenburg

parle du ,quotient des différentielles* [Archiv der reinen angew. Muth. 1 (1794/5),
p. 209]; en 1796, J. F. Pfaff [id. 2 (1796/8), p. 69] emploie le terme ,rapport
différentiel et &. S. Kligel [Sammlung combinatorisch- analytischer Abhand-
lungen, publiée par C. F. Hindenburg 1, Leipzig 1796, p. 81] emploie lo terme
méme ,quotient différentiel* (Note de G. Enestrim).

J. Ch. F. Sturm, Cours d’Analyse, (9° 6d.) 1, Paris 1888, p. 18 ,,c’est pourquoi
on appelle aussi la dérivée rapport différenticl ou gquotient différentiel.*

147) On peut signaler aussi la locution coefficient différentiel au lieu de
dérivée [Voir par ex. S. F. Lacroiz, Caleul dif.*?), (2°éd.) 1, p.147,287; A. L. Cauchy,
Résumé caleul infin.*®) 1, p. 19 (4° legon); Caleul Qiff.*"), (1™ legon); (uvres (2) 4,
Paris 1899, p. 28, 289]; elle est conforme A la relation dy = f"(x)dx et g'esplique
parce qu'on &, pendant longtemps, introduit les dérivées apres les différentielles.

148) On disait aussi coefficient différentiel de Uordre m, au lieu de dérivée
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JEn fait la notation leibnizienne est theoriquement superflue '),
Pratiquement elle a une grande importance. Cela tient en partie & ce
que, dans cette notation, la variable est bien spécifie et en partie &
ce que plusieurs théoremes du caleul différentiel envisagé comme une
extension du probléme des tangentes se présentent sous une forme
intuitive tres simple: le théoréme des fonctions composées [n°® 6], par
exemple, se présente sous la forme

dy _dy dz

dt  dz dt
Comme on le verra dans l'article II 4, Vimportance de la notation
leibnizienne tient aussi et surtout & ce que cette notation convient
aussi au caleul intégral envisagé comme une extension du probléme
des quadratures, en sorte quelle met en évidence l'identité de ce
probleme et du probléme inverse de celui du calcul de la dérivée. La
notation leibnizienne offre de plus quelques avantages de symétrie dans
les formules de caleul différentiel se rapportant aux fonctions de plu-
sieurs variables et l'usage de ces formules en est singuliérement facilité®

Les applications de l'analyse infinitésimale & I’étude des phéno-
ménes physiques semblent singuliérement facilitées*®) lorsqu'on se
place & un point de vue différent du point de vue rigoureux de
A. L. Cauchy. Ce point de vue qui est d'un usage courant, en phy-
sique par exemple, revient au fond & celui de G. W. Leibniz. On
convient, une fois pour toutes, que I'on entendra par le symbole dy
non pas la différentielle f'(z)dz mais un accroissement variable suffi-
samment petit de la fonetion y = f(x), tel toutefois que, si dz est 'ac-
croissement varigble de x, la relation qui lie y & x continue & étre
vérifiée quand on y remplace simultanément 2 par x+dw ety pary+dy.

Une formule différentielle, c’est-a-dire une relation entre z, ¥, dz
et dy, devant exprimer, par exemple, la loi d'un phénomene physique
wa plus alors, il est vrai, aucun sens précis. Elle est toutefois le plus
souvent commode & établir et il n'y a aucun inconvénient & en faire
usage, car pour lui faire acquérir un sens précis il suffit de diviser
ses deux membres par dz et deffectuer ensuite un passage ala
limite en faisant tendre da vers zéro, et par suite aussi dy vers zéro,
de V'ordre #. Voir par ex. A. L. Cauchy, Résumé caleul infin.'47), 12° legon; (Buvres
(@) 4, p. 70; 8 F. Lacroiz, Caleul diff.*%), (2° éd) 1, p. 167.

149) Voir déja J. d' Alembert, Encycl. on dictionnaire raisonné **) 4, Paris 1754,
p. 986/7 (article ,différentiel'); Encycl. méthodique, math. 1, p. 522/3.

150) CL. G. W. Leibniz [Actn Erud. Lps. 1695, p. 311; Werke, éd. C. I Ger-
hardt, Math. Schr. 5, Halle 1858, p. 322] (,,sufficit cognita semel reducendi via
postea methodum adhiberi, in qua i abiliter minora

1
BB kS
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en tenant naturellement compte de la relation qui lie & #. La formule
différentielle s'est ainsi transformée en une équation différentielle.

Les symboles dx et dy me sont ici que des intermediaires qui
permettent d’obtenir rapidement les relations finales (équations diffé-
rentielles) dans lesquelles ils ne figurent plusZet).

Pour obtenir des équations finales exactes, il ne faut d'ailleurs
jamais oublier, en passant 3 la limite, de tenir compte de la fagon
dont dy devient infiniment petit relativement a da, quand dz tend
vers zéro. Si dy devient infiniment petit par rapport & da il faut
4 la limite remplacer dans I'équation finale :% par zéro; si gz tend vers
une limite finie (positive on négative) il faut, dans I'équation finale,
remplacer gz par f'(z). On dit, dans le premier cas, que dy est un
infiniment petit d'ordre supdriewr i celui de d, dans le second cas,
que dy et da sont des infiniment petits de méme ordre.

G. W. Leibniz'®?) déji envisageait Pordre des différenticlles comme
un des caractéres essentiels de son mouvel algorithme; mais, avant
A. L. Cauchy™®), et malgré les premiers essais de S. L’ Huilier'™) qui,
parmi tant d’autres, méritent peut-étre seuls d'étre conservés, on peut
dire que ces notions manquaient entierement de précision et de nettetd.

D'ordinaire, on dit d'une fagon générale que si, parmi les quantités
infiniment petites «, ... que l'on considére simultanément, on en
choisit une « comme terme de comparaison, Vinfiniment petit § sera
dit d’ordre # si le quotient % est de la forme

f—ute

151) P. du Bois- Reymond [Functionenth.*) 1, p. 141; trad. p. 119/20] a
insisté sur les inconvénients graves qui peuvent résulter de cette fagon d'envisager
les infiniment petits.

152) Acta Erud. Lps. 1695, p. 310; Historia et origo caleuli differentialis,
ms. bibl, Hanovre éerit vers 1714 (publ. d'abord en brochure par . I. Gerhardt,
Hanovre 1846); Werke, éd. C. 1. Gerhardt, Math. Schr. 5, Halle 1858, p- 321, 394,

JDéja avant G. W, Leibniz, I Newton [Principia math.?), livre 1, section 1,
lemme 11, scolie; (2° éd.) p. 82; éd. S. Horsley 2, p- 89 trad. marquise du Chdtelet
1, p. 46] avait envisagé des grandeurs infiniment petites de différents ordres &
indice soit entier soit fractionaaire [cf. G. Vivants, Bibl. math. (2) 5 (1891), p. 97/8].
Cf, note 157.*

153) Cours d'Analyse de I'Ee. polyt. 1, Analyse algébrique, Paris 1821,
p. 26/34; (Buvres (2) 3, Paris 1897, p. 37/42,

Exercices math. 1, Paris 1826, p. 145/50; (Buvres (2) 6, Paris 1887, p. 184/90.

154) Exposition élémentaire des principes des calculs supérieurs, Berlin (8. d.)
[1786], en partic. p. 31 et suiv.; Principiorum calenli differentialis ot integralis
expositio elementaris, Tubingue 1795, préface p. II

12. Différentielles, 281

o g est un nombre fini ditférent de zéro et & un infiniment petit. On
dit alors que « est linfiniment petit principal, que pa® est la partie
principale de Vinfiniment petit 8, et enfin que sa* est le lerme com-
viémentaire de . Le terme complémentaire est infiniment petit par
rapport & la partie principale.

Ceci posé, la ditférentielle dy — D, (y)dz de la fonction y = f(z)
est la partie principale de Iaccroissement de y correspondant & l'ac-
croissement dx de la variable #, pris comme infiniment petit principal.

A. L. Cauchy'™®) remplace ces définitions par les snivantes:

Un infiniment petit § est d'ordre u si, quelque petit que soit le
nombre positif ¢, on a
et  lim 3}/—' =4 oo.

oo ZRVE
y=0

On remarquera que ces conditions peuvent étre vérifides sans que les
p q]
précédentes le soient!39),
Les fondateurs de T'Analyse infinitésimale se sont contentés
d’aperqus assez peu précis, parfois méme contradictoires, sur la notion
% P 5 P y

de différentielle et sur le caractire des quotients de différentielles :g

A ce propos, et en général pour avoir une vue densemble sur ce qui
concerne 'emploi des infiniment petits et la portée que l'on donnait
a la méthode des limites [cf. I 3] en analyse, on consultera par exemple
1. Newton™), G. W. Leibniz'®), L. Buler'®), C. Maclaurin'®), (Jean le

155) Calcul diff.*), préliminaires; (Euvres (2) 4, p. 281.

156) E. Borel [Bull, Soc. math, France 29 (1901), p. 154] remarque que cette
définition de 4. L. Cauchy est souvent plus utile que la définition généralement
adoptée.

157) Prineipia math.?), livre 1, section 1, lemme 11, scolie; éd. &. Horsley 2,
p- 41; trad. marquise du Chdtelet 1, p. 48: ,,Ultimae rationes illae, quibuscum
quantitates evanescunt, reverd non sunt rationes quantitatum ultimarum; sed
limites, ad quos quantitatum sine limite decrescentium, rationes semper appropin-
quant; et quas propits assequi possunt, guim pro datd qudivis differentid . . . Tn
sequentibus igitur, si quando, facili rerum conceptui consulens, dixero quantitates
quam minimas, vel evanescentes, vel ultimas; cave intelligas quantitates magni-
tudine determinates, sed cogita, semper diminuendas sine limite.*

158) Werke, éd. C. 1. Gerhardt, Math. Schr. 5, Halle 1868, p. 2178, ,Viden-
durm an exacte demonstrari possit in quadraturis quod differentia non tantum
sit infinite parva, sed omnino nulla, quod ostendetur, si constet eo usque inflecti
semper posse polygonum ut differentia assumta etiam infinite parva minor fiat
error* [feuillet daté du 26 mars 1676; manuscrit bibliothéque Hanovre]; id. Essai
de Théodicée, Amsterdam 1710; Philos. Schr. 6, Berlin 1885, p. 90: ... et les
infinis ou infiniment petits n’y signifient que les grandeurs qu'on peut prendre
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Rond) d' Alembert'®™), J. L. Lagrange'®®), L. N. M. Carnot'®®), S. L’ Hui-
lier'™), B. Bolzano'®) et enfin A. L. Cauchy®).

aussi grandes ou aussi petites que I'on voudra, pour montrer qu'une erreur est
moindre que celle gu'on a assignée, cest-i-dire qu'il n'y a aucune erreur: ou
bien on entend par linfiniment petit 'étude de 1'évanoui t ou du

coment d'une grandeur, congus i V'imitation des grandeurs déja formées .. .

Voir aussi Acta Erud. Lps. 1695, p. 311; Math, Schr. 5, Ialle 1868, p. 322
(Responsio ad non-nullas difficultates): ,Caeterum aequalia esse puto, non tantum
quoram differentia est omnino nulla, sed et quorum differentia est incomparabiliter
parva.*

Lettre an R. P. Tournemine datée de Brunswick le 28 octobre 1714 [Mém.
pour I'hist. des sc. et des beaux-arts de l'imprimerie S, A. 8. & Trévoux 1715,
p. 16 . Au lieu de prendre les grandeurs infinitésimales pour zéro, comme
M«mneut de Fermat, Monsieur Descartes et méme Monsieur Newton et tous les
antres ont fait, avant que mon Algorithme des incomparables ait paru dans les
actes de Leipzic; il faut supposer que ces grandeurs sont quelque chose, qu'elles
different entre elles, et qu'elles soient marquées de differentes manieres dans
I'Analyse nouvelle. Car elles y seraient confondues si elles étaient prises pour
des zero. Je les prens done, non pas comme des riens, ni méme pour des infini-
ment petits & la rigueur; mais pour des quantités incomparablement ou indéfini-
ment petites, et plus que d'une grandeur donnée ou assignable, inférieures &
d’autres dont elles sont les differences, ce qui rend l'erreur moindre qu'aucune
erreur agsignable, on donnéde, et par conséquent elle est nulle.

Lettre & P. Dangicourt datée de Hanovre le 11 septembre 1716 [G. G.
Teibnitii epistolae ad diversos 3, Leipzig 1738, p. 286]: ,.... je leur témoignai
que je ne croyais point, qu'il y eut de grandeurs véntnblement infinies ni véri-
tablement infinitésimales, que ce n'étaient que des fictions, mais des fictions
utiles pour abréger et pour parler universellement, comme les racines imaginaires
dans 1'Algebre, telles que §/— L4

159) Caleuli diff.*"), preface p. X, XI et tout particulitrement p. XIV, ou
L. Fuler considere los différentielles comme de véritables zéros ayant entre eux
des rapports finis; (p. XIV): Jllie auterm limes, qui quasi rationem ultimam in-
crementorum constituit, verum est objectum caleuli differentialis; (p. X): ,,quod
nihilum jam hic littera o exhibetur, id in calenlo differentiali quia wt incremen~
tum quantitatis T spectatur, signo dz repraesentari ejusque differentiale vocari
solet.

160) Treatise of fluxions *) 1, p. 10; 2, p. 579; trad. K. Pezenas 1, prétface,
p. XI; 2, p. 158,

161) Encycl. ou dictionnaire raisonné®) 4, Paris 1754, p. 986 [article ,,diffé-
renticlt]; 6, Paris 17566, p. 922/3 [article fuxions]; 9, Paris 1765, p. 542 [article
Llimites® ]

Encyel. méthodique ®), math. 1, Paris et Liége 1784, p. 522; 2, Paris et
Liége 1785, p. 77, 310.

Voir aussi B Simson, De limitibus quantitatum et rationum fragmentum
[Opera, Glasgow 1776, mém. n°® 4].

162) Calcul des fonctions **); réimp. J. Ee. polyt. (1) cah. 12 (an XI1I}, p. 2;
(Euvres 10, p. 8. ,,Au reste, je ne disconviens pas qu'on ne puisse, par la con-

13. Dérivées partielles. Différentielles partielles 283

Fonctions de plusieurs variables.
18. Dérivées partielles. Différentielles partielles. Soit

w={flzyz...)

sidération des limites envisagées d’une manitre particuliere, démontrer rigoureuse-
ment les principes du calcul différentiel . .. wais I'espiee de métaphysique que
U'on est obligé d'y employer est, sinon contrmre du moine étrangere & l'eeprit
de T'analyse .. *

Voir aussi Calcul des fonctions %), (nouv. éd.) Paris 1806, p. 292; Euvres 10,
p. 269/70 [non contenu dans la 1% éd.}.

Misc. Taurinensia [Mélanges de philos. et de math. Soc. Turin] 2 (1760/1),
¢d. 1762: note de J. L. Lagrange au mémoire de H. S. Gerdil, De I'infini absolu
considéré dans la grandeur, p. 18 de la troisitme pagination; (Euvres 7, Paris
1877, p. 598 LIl en est ici commo dans la méthode des infiniment petits, ou le
calcul redresse aussi de lui-méme les fausses hipotéses que l'on y fait ...
L'erreur est détruite par une autre erreur ... La méthode de M. Newton est au
contraire tout & fait rigoureuse soit dans les itions, soit dans les p dé
du caleul.t

Discours prononcé i la séance d'ouverture des cours de 1'Ecole polytechnique
le 7 pluvidse an VII [J. Fe. polyt. (1) cah. 6 (an VII), p. 232/6]; (Buvres 7,
Paris 1877, p. 324/8.

163) Réflexions sur la métaphysique de l'analyse infinitésimale [(1° €d.)
dans les ,Buyres math. du citoyen Carnot, Bale 1797 i la snite dun ,,Essai
sur les machines en général, Bile 1797, p. 130 et p. 187, 143, 159, 170, 175,
179]; (2¢ éd) Paris 1813, p. 3, 19, 42 et p. 166, 185, 189, 207; (6* éd.) Paris 1881.
L. N. M. Carnot appelle infiniment pem feee ed p 19] ,,tonte quantité qui est

idérée comme inuellement décroi t qu'elle puisse &tre
rendue aussi petite que 1'on veut sans qu'on soit obhge pour cela de faire varier
celles dont on cherche la relation®. Il dit aussi, en accentuant emcore, i cet
égard, le point de vue de J. L. Lagrange'®®): ,l'analyse infinitésimale n'est autre
chose qu'un calcul d'erreurs compensées*’.

On peut signaler dans un ordre voisin de celui de L. N. M. Carnot con-
cernant la ,compensation d'erremrs* un essui de J-B. Brasseur [Mcém. Soc. sc.
Liége (2) 3 (1873), p. 131/92].

JL'idée de la compensation avait ¢t émise, avant L. N. M. Carnot, par
G. Berkeley Voir J. J. Baumann, Die Lehren von Raum, Zeit und Mathematik
in der neuen Philosophie 2, Berlin 1869, p. 443/4; cf. G. Vivanti, Il concetto
d'infinitesimo, Giorn. mat. (2) 8 (1901), p. 817/65.*

164) Simon L' Huilier a particuliérement insisté sur ce que le quotient
différentiel n'est qu'un symbole [Exposition élém.'*4), p. 82; Princ. cale. diff.15%),
p- 36].

165) Dans un mémoire écrit en 1847/8, B. Bolzano [Paradoxien des Unend-
lichen, publ. par F. Prihonsky, Leipzig 1851, p. 67; réimp. Berlin 1889, p. 67)

insiste, lui aussi, sur le caractére symboligue de ,':y,
ax

166) A. L. Cauchy [C. R. Acad. sc. Paris 17 (1843), p. 277; (Euvres (1) 8,
Paris 1898, p. 13] eritigue le point de vue de J. L. Lagrange: il fandrait com-
mencer par faire voir gue l'accroissement d’une fometion quelconque est, sinon
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une fonction univoque et continue d’un nombre quelconque de variables
Z, %, 2, ... dans un domaine
G LrZhs g Ky<by 4y Ko<y

Fixons y, 2, .. .; si la fonction continue de z & laquelle se réduit alors
% est dérivable, on dit que sa dérivée est la dérivée partielle (du
premier ordre) prise par rapport & #6%) de la fonction u des variables
Z,Y, 8 ...; on représente cette dérivée partielle par I'un ou lautre
des gymboles %)

7% oy O Dy ou D.f, u/

7z Fry 'z

ou f;

EX)
dans tous les cas possibles, du moins sous certaines conditions, la somme d'une
série convergente ordounde suivant les puissances dantes de 1 i v
de la variable. Or la démonstration d'un pareil théortme ne peut se donner
a priors. '
1l expose ensuite [id. p. 278/9] son propre point de vue qui est ici adopté
dans le texte au commencement du n° 12.
167) La fonetion de = & laquelle se réduit f; pour y="= est égale a
Hm fEthb)—f ("‘Lb)
=0 h '

elle n'est en général pas égale &

lim lim &

by —fiod)
y=bh=0 h

168) ,Dans le brouillon d'nne lettre adressée vers la fin de l'annde 1694 &

G.F. A deVHospital, G. W. Leibniz [Werke, 6d. C. L. Gerhardt, Math. Schr. 2, Berlin

1850, p. 261] écrit dm pour 3_7: et &m pour d—m L. Buler désigne d'abord

[Comm. Acad. Petrop. 3 (1728), éd. 1732, p. 116] par de nouvelles lettres (par ex.
P, Q, B) les dérivées partielles d’une fonction de x, y, # prises par rapport &
ces variables (Note de @. Enestrom).* Plus tard L. Fuler [Caleuli diff.2%), p. 195]

mettait entre parentheses les dérivées partielles, en sorte que le symbole (%)
par exemple représentait pour lui ce que nous désignoms aujourd’hui par le
symbole ﬁ.

Le notation actuelle est due & 4. M. Legendre [Hist. Acad. Paris 1786, éd.
1788, M. p. 8; cof. P. Stickel, dans W. Ostwald, Klassiker der exakton Wissen-
schaften n° 78, Leipuig 1896, p. 64/5], Elle a 6té adoptée par . G. J, Jacobi
[J. reine angew. Math. 22 (1841), p. 320; 23 (1842), p. 4; Werke 8, Berlin 1884,
P. 895/6; 4, Berlin 1886, p. 152] qui 2 besucoup contribué i la répandre.

J. L. Lagrange [Fonctions analyt.®®), (1° éd.) p. 92; Buvres 9, p. 143] a fait
usage, dang le cas de deux variables, des notations

whons ww
pour désigner les dérivées partielles
firfis i, B fie
8. F. Lacroiz [Caleul diff.*%), (2° éd.) 1, p. 248] a proposé de supprimer les

18. Dérivées partielles. Différentielles partielles. 285

on définit, de méme, la dérivée partielle (du premier ordre), prise par
rapport & y, de la fonction w des variables z,y,2, ... et on la repré-
sente par I'un ou Vautre des symboles

ou of . ’

7y " 5y Dy ou Df, u/ ouf
et ainsi de suite pour les dérivées partielles de la fonction w prises
par rapport & chacune des variables dont dépend u.

Les dérivées partielles de la fonetion
u=Ff@ %4 .)

sont en général des fonctions de 2, , 5, . . .; ces fonetions peuvent elles-
mémes admettre des dérivées partielles; s'il en est ainsi on dit que
la fonction w admet des dérivées partielles du second ordre par rapport
aux variables dont elle dépend, et l'on éerit

9 (au) al“=Dz’u~—»f"

72 \ow) = 00
70 (52) = ey = D Dan = £,
a?;v' (;*Z) = aay%c = DDy =1,
73 Ga) = 5 = DD =1

I1 est aisé d'étendre ces définitions aux dérivées partielles d'un ovdre
quelconque.

Plagons-nous dans le cas on les conditions [n° 18] sous lesquelles
Pordre des dérivations peut étre interverti i volonté somt satisfaites.
L'ordre # d'une dérivée partielle

n *u
Dospr..= 82Poyios ...
o p+q+r+---=mn, indique le nombre de dérivations qu'il faut
effectuer sur cette fonction pour obtenir la dérivée envisagée.
Le nombre de dérivées partielles d'ordre % d'une fonction de %
variables indépendantes, qui serait & dans le cas général, se réduit a

4 1)(n+2)
12,1
parenthéses de L. Fuler et de désigner simplement les dérivées partielles par
les gymboles du du T
az’ dy'"" da?’ dady'

On a pendant longtemps, surtout en France, fait usage des notations de S. F.
Lacroiz. Ch. Hermite [Cowrs d’analyse de I'Ec. polyt., Paris 1873] les emploie
encore. Toutefois les notations de 4 M. Legendre, adoptées en Allemagne sous
Pinfluence de C. @. J. Jacobi, ont fini par prévaloir dans tous les pays.
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puisque, dans le cas envisagé, L'ordre des dérivations peut étre inter-
verti a volonté.

JAux dérivées partielles de la fonction u correspondent les diffé-
rentielles partielles'®)

du=""3r = Dyu-dz—f,dz,

*u

sat Az’ = DPu - dz? = f,"da?,

=
ot ”
d.du= ay;;dzdy =D Du-dzdy={ dzdy,

et ainsi de suite.

La notation de Legendre est d'ailleurs insuffisante; elle peut en effet
préter & ambiguité. Dans le cas d’une fonction u=f(z,v,2) de trois
variables 7, 7, # par exemple, on évitera toute ambiguité en envisageant
comme distinets les symboles désignant:

1°) la dérivée partielle D,f(z,y,2) dans laquelle y et z sont en-
visagées comme des constantes,

2°) la dérivée partielle D, f{, y(2), 2] dans laquelle y dépend
de z,

39) la dérivée partielle D, f[z,y, 2(z, y)] dans laquelle z dépend
de z et de y,

4%) la dérivée partielle D, f[x, y(2), (2, y.] dans laquelle y dépend
de z tandis que z dépend de x et de y.

Le symbole % est alors généralement réservé au premier cas”

E. Couber'™) a proposé d'introduire la notion de dérivée de
f(z, 4,2 ...) dans une direction quelconque donnée de la variété

%,4,2,...). La dérivée partielle or ar exemple rentre dans cette
) Y 2 P 5% P P!

notion générale; elle correspond au cas od la direction donnée est
celle de l'axe des z.

14. Extension du théordme des accroisserents finis aux fonc-
tions de plusieurs variables. Différentielle totale. Soit 4 ={(z, y) une
fonction admettant des dérivées partielles finies du premier ordre, f,’ et
f,, par rapport aux deux variables z et y, en chacun des points d'un

169) Les notations

dedow = d3u, dedyt=dfzu, .....
sont dues & A. L. Cauchy [Exercices d'analyse et de phys. math. 3, Paris 1844,
. p. 14/7]; elles ne sont plus gudre employdes.
170) Sitzgsb. Akad. Wien 101 II* (1892), p. 1417/35.

14. Extension du théoréme des accroissements finis. 287

domaine déterminé
a<z<h, 6<y<h.

Donnons & z et & y des accroissements Az, Ay; soit alors
Au=f(z+Azy+Ay) —f(5 )
Paccroissement correspondant de la fonetion u = f(z, y).
De Yidentité
Bu=[f(e+bz,y+A8y) —[(@+A5,9)] + [+ 8z, y) — (2, 9)]

on déduit aisément, en appliquant le théoréme des accroissements
finis & chacune des expressions entre crochets, que I'on a, en chacun
des points (z,y) situés & Vintdriewr du domaine envisagé, et pour des
valeurs suffisamment petites des Az et Ay,
Au=flz+b2,y+ Ay) — (& Y)

=1,/ (z+ Az, y+18y)Ay + £, (z + 047, y) bz,
ot les nombres & et 7 sont compris entre O et 1.

On a de méme
Au=f(z+ Az, y + Ay)

=1/ @@+ 0,0n,y + by)ds +f/(my + mbdyYAY,
les nombres 6, et u, étant compris entre O et 1.

Si, au point (z,y), les dérivées partielles £, et /' sont des fone-
tions continues [11 1, 22], les multiplicateurs de Az et Ay tendromt
vers f,'(, y) et f, (s, y) lorsquon fera tendre Az et Ay vers zéro,
et cela de quelque fagon que puissent varier 6,4 ou 6,7, On a donc

Au=flz+Az,y+5y) —f(%Y)

=F (& 9)bz + 1, 9)dy + By bz + Ryby,
od R, et R, sont des fonctions de x et y qui tendent vers zéro
quand Az et Ay tendent tous deux vers zéro.

L'extension du théoreme des accroissements finis aux fonctions
dun nombre quelconque de variables s'entend maintenant d’elle-méme.
En particulier si la fonction u—f (2, 2y, - . -, ¥,) admet dans un domaine
déterminé des dérivées partielles /., f,, .. ., f. continues par rapport
& (2,5, ., @) on & ’

(1) Au=flz,+ 02,2+ 8%y, - @, 4 Ba,) — (@1, @5, - - o) 2,)

i=n i=n
= Ef;;(’:v Ty, -y T) BT, + ERiAxiJ
i=1 =1

ot Ry, Ry, ..., R, sont des fonctions de ,2;,..., %, qui tendent
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vers zéro quand les accroissements Az, Ag,, . .., Az, tendent simul-
tanément vers zéro.
Dans les applications on fait souvent usage de la formule approchée
i=n

. 1 1 1
Du =2fz‘(zl + 5 B2y, 7, + 5 Bz, 3, ?Axn)Ax‘.
i=1

On appelle différentielle totale de la fonetion w = f(z,, 2,, - . ., z,)
en un point (2, %, ..., «,) du domaine envisagé et 'on désigne par
le symbole du l'expression

i=n

vy R
2 f,..kz'u Ty ooy @) A,
i=1

qui figure dans la relation (1).

On rappelle que Az, Az, ..., Az, sont des quantités finies
d'ailleurs arbitraires, mais suffisamment petites.

Pour faire concorder cette notation avec les cas particuliers ou u
est égal soit & z;, soit & @, ..., soit & z,, il faut, dans expression
qui définit du, éerire dw,, dx,, .. ., dz, au lieu de Az, Az, ..., Az
On a alors

du — gf;‘(wl, Zgy .. w)dE, = ;d,‘,u.

Ainsi la différenticlle totale dune fonction est la somme de ses diffé-
renticlles partielles par rapport & chacune des variables qui y figurent.

Quand Amy, Az, ..., Az, tendent simultanément vers zéro, le
rapport de l'accroissement Aw de la fonction f(zy,z,...,2,) & la
différentielle totale du de cette méme fonction tend vers 1.

J. Thomae'™) a montré que, pour des fonctions f(z, ) de deux
variables, les mémes résultats subsistent quand f(x, y) admet en un
point (z, ) une dérivée partielle £’ et, au voisinage de ce point (g, ¥),
une dérivée partielle /" qui soit continue au point (x, y).

Des recherches analogues'’®) ont été ensuite entreprises dans le
cas de fonctions de plus de deux variables et aussi pour les diffé-
rentielles d'ordre supérieur au premier [n° 19].

15. Dérivation des fonections composées de fonetions d*une
seule variable. ,Considérons m fonctions

h=012), Ya=0:(2), . . -, Y= 9,,(2)
171) Bestimmte Integrale®®), p. 37.

172) On peut consulter & cet égard le mémoire de R. Betfazsi, Giorn. mat,
(1) 22 (1884), p. 133.

16, Dérivation des foneti de foncti de plusi variables. 289

d'une variable z; et soit
w=1FW Y%, - )
une fonction de y,, %, ..., ¥,. Supposons que chacune des fone-
tions @, @y, ..., p,, admette une dérivée du premier ordre par rap-
port & z'™), et que, au point analytique (32, g, ..., y%) correspondant,
les dérivées partielles ?—f—; Qi, oy O solent des fonctions continues ™)
oy, 0y, 0Ym
de ¥, 3, .-+, Y- La fonetion £ de y,, gy, .. ., Y admet alors une
différentielle totale du au point analytique (y?, ¢y, .. ., y2) et l'on a
_or 24 L.y ef
du —~Wd?l1 +9yg dy, + -+ I Yy,
en sorte que la différentielle totale du premier ordre est encore la
somme des différentielles partielles prises par rapport 4 ¢,,,,.. ., You
comme si ces fonctions de z étaient des variables indépendantes 14).
Si en particulier m =1, on a
_af
du Zy dy
et Ion est dans le cas des fonctions de fonetion [n° 6]*
16, Dérivation des fonotions composées de fonctions de plu-
sieurs variables, Considérops maintenant m fonctions
Y= (&, By B)y oy Y = Py 3y, 7,)
de n variables 2,,,, ..., 2,; et soit
w=F(4, %, 5 Y-
Si Fon exprime %, ¥s,..., ¥, en fonction de Ty, Xgy -y %y, OL B
u=F(z,a,...,,).
Supposons qu'au voisinage |2, — ,°| < 9, |z — <8, ...,
|#,—,°| <& dun point analytique (2% 2% ..., 2,% les dérivées
partielles

29; 09, 99; ;

PPl TR A (=1,2,...,m)
existent et qu'au point (,°, 2%, ..., 2,%) ces dérivées partielles soient
des fonetions continues de z,, z, .. ., z,. Supposons de plus qu’en
chacun des points analytiques (y,, v, . . ., ¥,) correspondant au voisi-

173) ,La continuité de ces dérivées n'est pas nécessaire pour que la régle
s'applique; cf. 0. Stolz [Grundziige®?) 1, p. 140] qui formule une régle plus générale
encore.*

174) Exemple:

AWy =vu" " du 4w’ log, udu;

(") = 2*[log, z + 1]dz.

en particulier:
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:; (R i)ii}f existent et

que ces dérivées soient des fonctions continues de ¥, ¥y, ..., ¥, 80
point analytique (¥2, y3, - .-, ¥3) qui correspond au point analytique
@ 2% .. 2% On a alors'™)

_or af g 2
du = 29, dy, + 24, dy, + + 3ymdym:
d'on Ton déduit

nage envisagé les dérivées partielles ,’30 !";;7

i=n i=n k
_ of Hw, of don _ af [
du= o0 o0 g, on )9 gk i, om, 0%

JLes rdgles de dérivation des fonctions d'une variable [n® 5]
g'étendent maintenant aisément aux différentielles totales. On a, en
particulier, pour des fonctions quelconques ,v,..., w dune ou de
plusieurs variables indépendantes,

dutv+w+ -)=dut+dotdwst- -,
d(uv) = udv + vdu,

dw | dv dw
P

d(uv ... w) =uv..

17. Dérivées des fonctions implicites. Soit f(z, y) une fonction
continue en un point (x, y,), admettant des dérivées partielles £, et £,
elles-mémes continues en ce point (zy, %,). Si f(y, %) =0, tandis que
£, (o, #o) est différent de zéro, on peut déterminer dans le voisinage
du point (#,, ¥,) une fonction et une seule continue au point z,,

y=g¢(2)

prenant pour z = x, la valear y,, admettant pour z — z, une dérivée
¢'(z,) et satisfaisant identiquement & V'équation

f(,y) =0

175) Voir P. du Bois-Reymond, Functionenth.') 1, p. 136 en note; trad.
p- 117; O. Stolz, Grundzige®!) 1, p. 137. Iei encore on peut formuler une régle
plus générale.

G. Fontené [L'enseignement math. 2 (1900), p. 461/2] donne une démonstra~
tion intuitive de ce théoréme dans le cas ot m =2 et n=1.

17, Dérivées des fonctions implicites. 201

La démonstration méme de ce théoréme!’) fournit I'expression
vy (=
¢@==(%)....
y=1
de la dérivée % = ¢'(z) au point (x,, ¥,)-

De ce théoreme fondamental on déduit aisément par induction
le théordme suivant concernant le cas le plus général qui puisse se
présenter 1'7).

Lorsque des fonctions continues

Fi@s o Ty Yar e s Ymds o oo Fa(@s oo s Ty Y15 -+ 5 Yy
admettant des dérivées partielles du premier ordre, elles-mémes con-
tinues aux environs d’un point analytique

@0y Dy )
gannulent en ce point analytique (cesfra-dlre pour z, =, ...
Yy, = y9), tandis que le déterminant fonctionnel

(oA, .., %

| 3y. aym
3fm oy U
0y Oyl

y prend une valeur différente de zéro, on peut déterminer, dans le
voisinage de ce point analytique, un systéme de m fonctions et un
seul continues au point analytique (z,° ", ..., %)

Y= Py, Toy oy By - - s Y= P(Fys By, - - T,
se réduisant & 3% %% ..., 42 pour x, = 20, x;—a®, ..., z, = 7P, ad-

176) Voir A. Genocchi, Calcolo diff.*%) 1, p. 148/61; U. Dini, Lezioni di
analisi infinitesimale (cours autographié) 1, Pise 1877/, p. 163; id. (imprimé) 1,
Pise 1910, p. 203; O. Stolz, Grundziige®?) 1, p. 162; J. Cels, Revue de math. spéc. 3
(1895/6), p. 321/4; C. Jordan, Cours d‘analyﬁe, (2° éd.) 1, Paris 1893, p. 80’2
D. A. Grave, Soobséenija CharTkovskago matématideskago Obstdstva (

Soc. math. Kharkov) (2) 6 (1899), p. 288/93.

177) A Genoechi, Calcolo diff.11%), p. 152/64, C. Jordan, Cours d'analyse,
(2° €d.) 1, Paris 1893, p. 82/4. Dans R. Lipschitz [Lehrbuch der Analysiz 2, Bonn
1880, p. 598/614] le méme théorime est établi au moyen de considérations em-
pruntées au calcul intégral. Voir aussi la démonstration de E. Lindelsf, Bull.
sc. math. (2) 23 (1899), p. 68.

JLe théoréme fondamental a encore lieu méme quand f," n'existe pas et

Je théortme plus général que I'on en déduit a encore liew méme quand ff‘
;::; P 37", (=1, 2, ..., m) n'existent pas [voir & ce sujet G. Peano, Lezmm

di analisi mﬁmteslmale 2, Turin 1893, p. 1567] (Note de G. Vivant:).*
19*



292 A. Voss. I18. Caleul différentiel. J. Molk.

mebtant en ce point analytique des dérivées partielles du premier ordre

Oyl Oy 0w Oy,

dx,’ Pw,’ aa:"’ bz, b,
et vérifiant identiquement les équations

fi=0, =0, ooy fu=0.
La démonstration méme de ce théortme fournit les expressions
des dérivées partielles
0y 0y Oy

5 ’
oz, dm, 2,

Mais une fois ce théoréme démontré il est pratig t plus simple de
déduire ces expressions & nouveau on appliquant la régle de dérivation
des fonctions composées, qui fournit immédiatement, sous I'hypothase
de la continuité des dérivées partielles SZ: » les relations )

N I
(=1,2..,m; k=1,2,..,m),

c'est-i-dire n groupes de m relations linéaires indépendantes entre les

mn dérivées partielles continues 2—2 Le déterminant

on o o
(0% Oy Y |
o O . ot
N éym‘
R R T
O, Ofw) .. O]
oy, 0w, Y |
ne s'annule pas au point analytique (2{%, gg"’, D Y0 Y, YY)
Y

en sorte que les mn dérivées partielles 2z, Sont uniquement déter-
l:
minées par les mn relations linéaires (1).

18, Dérivées partielles d’ordre queleonque. L'étude des con-
ditions sous lesquelles on peut intervertir, dans une dérivée d’'un ordre
quelconque, Pordre des dérivations se raméne facilement & l'étude des
conditions sous lesquelles, % = f(z, y) désignant une fonction de deux
variables et y, on a
) P 2w

oxdy Odyox
JLette relation (1) fut d’abord envisagée comme évidente par Nicolas

178) C. Jordan, Cours d’analyse, (2° éd)) 1, Paris 1893, p. 84/5. On gest
pendant bien longtemps contenté d’appliquer cette régle sans s'inquiéter de savoir
sous quelles conditions on était assuré de 'existence méme des fonctions im-
plicites et de leurs dérivées. Mais actuellement il n'en est pius ainsi.

18. Dérivées partielles d’ordre guelconque. 293

Bernowlli'™).  Nicolas IT Bernoulli'®), fils de Jean Bernoulli, en donna

déja en 1721 une démonstration géométrique.*
Pour L. Euler'™) la relation (1) résultait de la symétrie en Az

et Ay de l'expression

Aw A Au

_Ay_ A TAz

Ax AxzAy Ay ?
il ne se préoccupait nullement de Iinfluence que pouvait avoir, sur
la valeur finale, la transposition des deux a la limite dont
Pordre differe suivant que Ion veut déduire de lexpression A%{A"g]

B

o'u o0%u
wdy " Byos’
A. L. Cauchy'™) s'est placé au méme point de vue que L. Euler.
C'est probabl t P. H. Blanchet'®®) qui, le premier, s'est rendu
compte de la difficulté quoffre la démonstration de cette égalité et
qui a cherché sous quelles conditions la transposition des denx s
2 la Hmite dont on vient de parler est 1égitime. Ses recherches ne
sont toutefois pas rigoureuses. Il en est de méme de celles de L. L.
Lindeldf ') et de A. Gemocchi'™)* Comme on peut assez facilement
construire'®) des fonctions f(z, y) ayant deux dérivées distinctes18)

621]% et 5%,8’;’ il est indispensable d’approfondir cette question. On

Tune ou Pautre des dérivées

démontre tout d'abord le théoreme suivant?®®):

179) ,Lettre a L. Buler, datée du 6 avril 1743; P. H. Fuss, Corresp. math.
phys. 2, 8t Pétersbourg 1843, p. 704; voir Nicolas II Bernoulli, Acte Erud. Lps.
Suppl. 7 (1721), p. 810/1; Jean Bernmoulli, Opera 2, Lausanne et Gendve 1742,
p. 443>

180) ,Acta Erud. Lps. Suppl. 7 (1721), p. 307/8; Jean Bernoulli, Opera 2,
Lausanne et Gendve 1742, p. 439 [cf. G. Hnestrim, Bibl. math. (3) 2 (1901), p. 443].*

181) ,Comm. Acad. Petrop. 7 (1734/5), éd. 1740, p.177/8;* Caleuli Qiff.*’), p.192.

182) Caleul diff.*®), p. 220; (Buvres (2) 4, p. 525. Exercices d’Analyse et de
phys. math. 8, Paris 1844, p. 33/4.

183) J. math. pures appl. (1) 6 (1841), p. 65/8.

184) ,Acta Boc. scient. Fennicae 8 (1867), n° 7, p. 205/13.*

185) ,Atti Accad. Torino 4 (1868/9), p. 327/31.*

186) H. A. Schwars, Archives sc. nat. Genéve®®); Math, Abh. 2, p. 280;
A. Genocchi, Caleolo diff.1%), p, 174,

187) ,Exemples moins simples que coux de H. 4. Schwars et de A. Genocchi
dans 4. Harnack (Die Elemente der Diff ial- und Integralrect g, Leipzig
1881, p. 97] et U. Dini [Lezioni di analisi infinitesimale (cours autographi¢) 1,
Pise 1877/8, p. 127; id. (imprims) 1, Pise 1910, p. 169].*

188) H. 4. Schwarz, Archives sc. nat. Gendve®%); Math. Abh. 2, p. 278; oA
Serret, Calcul diff.'%), (5° éd.) 1, p. 76/7; R. Lipschitz, Analysis!®® 2, p. 270;
C. Jordan, Cours d'analyse 1, Paris 1882, p. 31; (2° éd.) 1, Paris 1893, p. 118/9.*
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. Srivé - ef  of o o f ,
Si les quatre dérivées partielles a0t 320y’ Byos Gy qQ’
fonction de deux variables sont des fonctions univoques et continues

de ces deux variables en un point (z,¥), on a toujours

une

ar _ of
2zdy  dyix
H. A. Schwarz™) a dailleurs montré qu'il suffit que les deux dérivées
du premier ordre g;:; 55 et l'une seulement des deux dérivées du

a*f 2*f
second ordre 9y9%’ 3509’
et continues en (z, y) pour que l'on puisse en conclure l'existence et
la continuité de la premidre et étre assuré que l'on &
or 2
dyéz odzdy

la seconde par exemple, soient univoques

J. Thomae'™) a ensuite montré qu'il suffit méme que

e 56l

soient des fonctions univoques et continues de (x, y) et U. Dini™) a
donné des conditions encore plus générales mais qui sont un peu longues
a formuler%2).
En étendant ces résultats aux dérivées d’'un ordre quelconque, on
obtient les conditions sous lesquelles les diverses dérivées
_fy)

2oy (O<p<n)

ont des valeurs indépendantes de l'ordre dans lequel on effectue les
dérivations successives®®).

189) Archives sc. nat. Gendve®); Math. Abh. 2, p. 284.

190) Bestimmte Integrale®?), p. 22. Voir aussi G. Peano [Mathesis (1) 10
(1890), p. 163/4] ,qui montre que si fz} existe dana le voisinage de (z,, ¥,) et est
continue pour & = z,, ¥y =1¥,, ob si fy(x, y,) existe dana le voisinage de z =z,
alors fy; existe aussi et l'on a fyy —fyz au point (z,, %,).*

191) Lezioni di analisi infinitesimale (cours aut ié) 1, Pise 1877/8,
p. 122; id. (imprimé) 1, Pise 1910, p. 164.

192) O. Stolz [Grundzuge“) 1, p. 146] & groupé l'ensemble des résultats
obtenus; ,P. Mansion [Nouv. Corresp math. 6 (1880), p. 369/70; Résumé aunalyse
infin.!%), p. 63] a proposé une démonstration trés simple de I'égalité

*f *f.

xdy~ oyox
dans le cas usuel od f(x,y) est une fonction élémentaire.”
193) Voir par ex. 0. Stolz, Grundziige ®!) 1, p. 151/60.

19, Différentielles totales d’ordre quelconque. 295

19. Différentielles totales d’ordre queleonque. Dans Vexpression
cu ou
(1) du = 9%, dz, -+ 9z, dzy + -+ aﬂ'dz

de la différentielle totale du premier ordre du d’une fonction u de »
variables indépendantes z;, 7y, . . ., 7,, les quantités dz;, dz,, ..., dz,
sont des accroissements finis des variables z,, %, ..., &,. lmaginons
dans ce qui suit que ces accroissements soient arbitrairement fixés'®).

Quand alors la fonction du des variables ,, 2y, ..., ¥, définie par
Texpression (1) admet une différentielle totale, d - du, on dit que cette
différentielle totale est la différentielle totale du second ordre de la
fonetion « et on la représente par le symbole

d*u.

Les différentielles totales du second ordre d*z, d*z,, ..., d'z, des
variables indépendantes x,, &y, . . ., Z, sont nulles.

On a immédiatemenl;

du = ax’ ¥ du? + 231 a“z Az, 07, (,k=1,2,...,%).
]
Quand les conditions [n° 18] sous lesquelles on peut transp

Yordre des dérivations sont vérifides, on apercoit aisément que pour
obtenir d®u il suffit de former le carré de l’expression symbolique

il 9
9= dz, + a—;’dx, “+ -v—dz

comme si chacun des termes de cette expression représentait une
véritable quantité, en remplagant ensuite chaque symbole

a? 2t

751 " Fzom,
par la dérivée partielle

’u 2*u

3z % Gmoz,

C’est ce qu'exprime la formule symbolique
2, {0 9 . K (3)
= (f do + Lodm + oo g dn, I
On a ainsi, dans le cas de deux variables indepeudantes z, y par ex,,
e (2 dpt 2 ag) a2
a*u = (ax dzr + by dy) 'u— P dx?4 2

,may dzdy + 5o .y

194) ,C. Jordan [Cours d’snalyse, (2* ¢d.) 1, Paris 1898, p. 120/1] donne la
définition de d?u et la forme symbolique; Ph. Gilbert [Cours d’analyse infinitési-
male, Louvain 1872; (3° éd.) Paris 1887, p. 140] donne la forme symbolique et
[id. p. 139) la définition de d*u.*
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On définit de meéme successivement les différentielles totales
dordre 3, d'ordre 4, ... La différentielle totale d'ordre % d’une fonction
% de # variables indépendantes x,, x,, ..., 2, est la différentielle totale de
la différentielle totale dordre k—1 de u, envisagée comme une fonction
de #,, @y, ..., z,, tandis que da,, da,, ..., dz, sont toujours les mémes
accroissements arbitrairement fixés dans l’expression de la différentielle
totale du premier ordre du.

On représente la différentielle totale d’ordre % de  par le symbole

d*u.
La formule symbolique
d"u=(adw+ra—d:c+ +———dx) lu
oz, 1T Px, 2

fournit aisément l'expression de d*u, si l'on applique la formule du
binome au développement de
9 9 *
(Bx dz + ax aqxg+ -+ 2 dzn)

Xy

g, dz, étaient de véri-
tables quantités et que l’on remplace'®), dans le résultat ainsi obtenu,
chaque symbole

comme si les symboles dxl, iz dxz, ..

P
DxPigar. .. gaPn e+ pt -+ p,=k)
1 0% »

par la dérivée partielle correspondante
Fu
datoar. oatn
Observons en passant que, si w = f(#,, %y, ..., x,) est une fonction
homogene d’ordre m des variables 2y, #,,..., 2, en sorte que lon ait,

195) Ch. Méray [Legons nouvelles*®) 1, p. 123] a proposé d'étendre au cas
de plusieurs variables la notation de J. L. Lagrange. Pour spécifier une dérivée
d’ordre supérieur, il suffit d’éerire au lieu de

Py
Prarr
80it
£iBe N, y,.. ),
soit

DI fla g, ).
Dans bien des cas cette notation est commode. La forme symbolique sous laquelle
se présentent les différentielles totales d’ordre quelconque semble ici encore
militer en faveur de I'emploi simultané des deux notations. Observons que, typo-
graphigunement, la notation f‘.("’?) [cf. n° 9] n'est ni élégante ni pratique.
Y

20. Différentielles totales d’ordre quelconque d'ume fonction composée. 997
quel que soit ?,
f‘(i‘tl! g, .y tmn) = t"‘f(z',, gy eey xn):
on a, de méme, les égalités symboliques
" — iy (D AN
m(m —1)...(m —Fk+ l)uf(xlaml +-ta, 21"—) |u

pour k=1,2,3, ..., m Celle de ces égalités qui correspond & k—1
fournit la relation d'un usage fréquent

ou u u
MU= Ty T g, F o T
20. Différentielles totales d’ordre lconque d'une foneti

composée. ,En reprenant la notation du n° 16, on démontre que,
pour obtenir la différentielle totale du second ordre de la fonction

b Fa, 2y, 2,)

des variables 2, z;, ..., z,, il suffit de différentier 'expression
u du
du=gody, +--- + PR

et déerire d*y,, d*y,, . .., d*y,, pour les différenticlles de dy,, dy,, .. .,
dy,,. Le résultat que Ton obtient ainsi est contenu dans la formule
symbolique

A — (53: Ayt dym)wlu +( @y 4+ ?“ dy,).

Quand aux variables d’a.bord envisagées on substitue de nouvelles
variables la différentielle totale du second ordre change de valeur
mais la forme précédente subsiste.

C’est 1 un ‘des grands avantages de la notation différentielle.

Cette forme se simplific toutefois quand y,, ¢, ..., #, sont des
variables indépendantes car alors &%y, =0, d®y,=0, ..., d*,=0.

Ce que l'on vient de dire de la différentielle totale du second
ordre des fonctions composées s'étend successivement aux différentielles
totales d'ordre 3, 4,... des fonctions composées.

En appliquant les formules ainsi obtenues, on peut obtenir aigé-
ment les dérivées d'un ordre quelconque % d'une fonction implicite
y de z définie par une relation

f(x: y) =
olt la fonction f admet toutes ses dérivées partielles d’ordre & et od
ces dérivées partielles sont des fonctions continues de (z,y). il en
est ainsi, non seulement la fonction implicite y de x mais toutes ses

%
dérivées ZA@, ddx!y7 (dlﬁ dordre <{% existent. On obtient ces &
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dérivées en égalant A zéro les développements des différentielles totales
du, &y, .. ., du

de la fonction w—=f(z, y) des deux variables z, y.

Ces considérations s’étendent & des fonctions d’un nombre quel-
conque de variables.

On peut aussi rattacher i Pemploi des différentielles totales le
probléme du changement de variables [cf. n°31] que I'on étudiera aussi
dans d’autres articles de 'Encyclopédie.”

Applications analytiques.
21. Premidéres recherches sur les développements de Taylor
et de Maclaurin. La relation

o @t h) = @)+ f (@) + 5 @)+

ol le nombre des termes qui figurent dans le second membre est in-
déterminé, est due & B. Taylor'®) qui l'a envisagée comme cas limite
d'une relation analogue, composée d'un nombre # déterminé de termes)
relative aux accroissements finis d'ordre 1, 2, ..., #—1 d'une fonction
quelconque donnée f(z); ,B. Taylor'®) ne s'est d’ailleurs nullement
préoccupé de la signification précise du développement

F@) + 35 @)+ 5@ e

qui figure dans le second membre de la relation (1).*
JLa relation

€ F@) = 1O+ ZF/(0) + 5 17(0) +++ne

196) Methodus incrementorum directa et inversa, Londres 1716, p. 23.

197) Id. p. 21.

198) G. Peano [dans A. Genocchi, Calcolo diff.*%), Annotazioni, p. XVII]
conteste la priorité de B. Taylor et estime légitime la revendication faite & cet
égard par Jean Bernowlli [Acta Erud. Lps. 1724, p. 357/8; Opera 2, Lausanne
ot Genéve 1742, p. 584]; , 4. Pringsheim [Bibl math. (8) 1 (1900), p. 483] fait
observer que cette revendication s'adresse, en réalité, non & la relation de Taylor,
mais & la relation de Bernoulli [Opera 1, Lausanne et Gendve 1742, p. 125]:

z
2 %]

fw(x)dr=f—!¢(z)f a Y@+ @

0
et au dix-huititme sitcle aucun mathématicien avant C. Maclaurin [Treatise of
fluxions %) 2, p. 612; trad. E. Pezenas 2, p. 188] ne semble avoir soupgonné que
la série de Taylor puisse se déduire de celle de Bernoulli [cf. G. Enestrim, Bibl.
math. (8) 6 (1905), p. 215].*
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se déduit immédiatement de la relation (1); elle est généralement
attribude on ne sait trop pourquoi, mais certainement a tort, a C. Mac-
laurin'®®). La relation (1) peut d’ailleurs aussi se déduire de la re-
lation (2).*

La relation (1) se trouve encore, sous la méme forme imprécise,
dans L. Fuler®) qui s'attache sartout & montrer le parti que l'on
peut en tirer sans se préoccuper des conditions sous lesquelles elle
a lieu.

J. L. Lagrange®") a étendu les relations (1) et (2) aux fonctions
de plusieurs variables, Il a montré que, si I'on convient, dans le dé-
veloppement de

(f, + Ef/ +- )
suivant la formule du binome, de remplacer les puissances f,7 par
les dérivées £, les puissances f# par les dérivées £,9,..., on a la
relation symbolique

f<z+h,y+k,._,)_f(x’y,.”)=8k;z'+kfy-+,, 1

22. Formule de Taylor. La formule de Taylor est une générali-
sation de la formule des accroissements finis.

Soit f(x) une fonction univoque de # admettant dane I'intervalle
{a, b) des dérivées dordre 1,2, ..., n. Envisageons l'expression

b—a b—a) !

R=f0)~f®=27r@- 25" @ — =2 1)

formée & Vaide des n premiers termes de la relation (1) du n° 21
pour z=a, h=b—a.

199) ,C. Maclaurin [Treatise of fluxions®) 2, p. 611; trad. E. Pézenas 2,
p. 186], en indiquant la formule, dit lui-méme qu'elle est due & B. Taylor. Elle
2 aussi été mentionnée avant C. Macleurin par J. Stirling [Methodus differentialis,
sive tractatus de summatione et interpolatione serierum infinitarum, Londres
1780, p. 102].

A. Pringshesm [Bibl. math. (3) 1 (1900), p. 438] a appelé l'attention sur
une remarque faite par B. Taylor [Methodus incrementorum directa et inversa,
Londres 1715, p. 27] qui revient & dire que si toutes les quantités f(0), f'(0),
0,y ... sont finies la fonction f(2) peut étre développée en une série entitre
en 2. On est donc certain que, quoiqu’il n’ait pas traité explicitement ce cas
spécial de sa série, B. Taylor en a reconnu l'utilité.*

200) Caleuli diff.*7), p. 335.

201) Nouv. Mém. Acad. Berlin 8 (1772), éd. 1774, p. 189; (Buvres 3, Paris
1869, p. 446. Voir aussi P. 8. Laplace [Hist. Acad. sc. Paris 1779, M. p. 245/51;
(Euvres 10, Paris 1894, p. 84/40]; J. Brinkley [Philos. Trans. London 97 (1807),
p. 114] et S. F. Lacroiz [Calcul diff.*%), (2¢ éd.) 3, p. 60].
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JPour n=1, elle se réduit a
By =) —f(a),
expression que l'on sait [n° 11] atre égale &
fla + 0 —a)}, ol 0O,

ce qui fournit en réalité deux bornes entre lesquelles est nécessaire-
ment compris R,.

On peut se demander si, pour chacune des valenrs # — 2,8...,
on pourra de méme trouver une expression analytique simple de R,
ou, si Pon veut, deux bornes entre lesquelles est compris I *

(Jean le Rond) & Alembert®?) a, le premier, donmé une methode
permettant d'obtenir le résultat sous forme d'une intégrale itérée n
fois; mais c’est & J. L. Lagrange™) que P'on doit la premigre solution
du probleme: il détermine la dérivée de R, prise par rapport & un
paramétre ¢ convenablement choisi et le résultat qu'il obtient®*) revient
& éerire )

W = ot [0

Quoique la question posée soit ainsi entitrement résolue et que la

202) Recherches sur différens points importans du systéme du monde 1,
Théorie de la Lune, Paris 1754, p. 50.

En appliquant la méthode de J. & Alembert, S. F. Lacroiz [Calcul différ.®s),
(2" éd.) 3, p. 897] & obtenu R, sous forme d’une intégrale itérée n fois.

203) Fonct. analyt.*), (17 éd.) p. 49; (Euvres 9, p. 83; LVoir aussi la méthode
dont J. L. Lagrange [Calcul des fonctions®); réimp. J. Ke. polyt. (1) eah. 12
(an XII) p. 65/83; (nouv. éd.) Paris 1806, p. 88/110; (Euvres 10, P. 85/105 (legon 9)]
fait usage pour avoir les limites du développement d'une fonction lorsqu’on n’a
égard qu'd un nombre déterminé de termes.*

204) ,Cf. A. Pringsheim, Bibl. math. (3) 1 (1900), p. 440.%

205) ,En transformant l'intégrale itérée n fois qui fournit 0% Pexpression
du ,reste de Ja formule de Taylor, 4. L. Cauchy [Résumé calcul infin.®%) 1,
p- 140; (Euvres (2) 4, p. 212] montre comment on parvient au méme résultat.

Voir déja 8. F. Lacroiz, Caleul diff*%), (2°éd) 1, p. 387. P. 8 Laplace
[Théorie analytique des probabilités, (3¢ éd.) Paris 1820, p- 174/7; (Euvres 7,
Paris 1886, p. 177/80] parvient au méme résultat en effectuant sur une identits
une suite d’intégrations par parties.*

11 convient de signaler la forme élégante sous laquelle L. Kromecker
[Sitzgsb. Akad. Berlin 1885, p. 841 et suiv.] a présenté la méthode de P. 5. Laplace
en la généralisant, et la fagon trés simple dont C. Jordan [Cours @’Analyse
(2¢ éd.) 1, Paris 1893, p. 245] vérifie Lidentite de Uintégrale itérée n fois29?) et
de l'expression du ,reste B, sous forme dintégrale définie.
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forme sous laquelle se présente ici R, soit souvent trés avantageuse
dans les applications®®), on peut se demander si IR, ne peut étre mis
sous une forme analogue & celle sous laquelle se présente R, dans
la formule des accroissements finis.

11 suffit que f*~"(z) soit continue dans lintervalle (2, b) et que
f™ (%) existe & Pintérieur de cet intervalle®") pour que l'on ait

@ E=""P0let00—0)]  on0<o<t
et aussi

® B~ %: f; (A—0y=1f@[a+0(b—a)] ot O<h<L
La premitre de ces deux expressions de R, est due & J. L. Lagrange®®)
qui l'a obtenue & Paide d'intégrations; 4. M. Ampére®®) I'a ensuite
déduite directement de la formule des accroissements finis sans faire
infervenir de considérations empruntées au calcul intégral; 4. L.
Cauchy®) a suivi la méme voie et ayant obtenu & nouveau I'expression
(2) il en a, en outre, deéduit Vexpression (3).

206) Au sujet de l'interprétation dounée 4 la formule de Taylor, dans les
applications, voir J. Plicker, Diss. Marbourg 1823, éd. Bonn 1824; Wiss. Abh, 1,
Leipzig 1895, p.41; A. F. Mibius, Ber. Ges, Lpz. 1 (1846/7), math. p. 79; J. reine
angew. Math. 36 (1848), p. 91; Werke 4, Leipzig 1887, p. 627,

207) Si, sans supposer la continuité de f™(x), on voulait obtenir R, sous
la forme d'une intégrale définie, il faudrait faire une étude minutieuse des con-
ditions sous lesquelles lintégration est légitime.

208) Fonctions analyt.®?), (17 éd.) p. 49; (2° éd.) p. 67; Buvres 9, p. 83:
»d'0d résulte ce théordme nouveau et remarquable par sa simplicité et sa géne-
ralité.*

»Voir aussi Caleul des fonctions *); réimp. J. Ee. polyt. (1) cah. 12, an XII,
P. 74; (nouv. éd.) Paris 1806, p. 105; (Tuvres 10, p. 94; J. Liouville, J. math.
pures appl. (1) 2 (1837), p. 488/4; of. G. Peano, Mathesis (1) 9 (1889), p. 182/3;
voir encore §. D. Poisson, 1. math. pures appl. (1) 3 (1838), p. 4/9.

Voir aussi A. Winckler, Z. Math. Phys. 4 (1859), P. 201/5; J. N. Hateidakis
(Hazzidakis), 1 enseignement math, 2 (1900), p. 447/9.%

209) J. Ec. polyt. (1) eah. 13 (1806), p. 165; of. id. p. 171. Voir aussi
J. Cagué [J. math. pures appl. (1) 10 (1845), p- 379/82], A. Picart [Nouv. Ann.
math. (2) 13 (1874), p. 15/8]; E. Carvallo [id. (8) 10 (1891), p. 24/9].

210) Exercices math. 1, Paris 1826, p. 27/8; (Euvres (2) 6, Paris 1887, . 41/2;
Addition an Résumé des Liegons sur le calcul infinitésimal *%), Quvres (2) 4, p. 246,
Expliqué avec plus de détails Calenl diff.?), p. 76 (6° legon); Euyres (2) 4, p. 329,
+Voir aussi A. L. Cauchy, C. R. Acad. sc. Paris 13 (1841), p. 842/9; Buvres (1) 8,
Paris 1888, p. 347/54. Voir encore F. N. M. Moigno, Caleul diff.127) 1, p. 52;
Chr. Jiirgensen, Nouv. Aun. math. (1) 19 (1860), p- 308/10; 4. A. L. Reynaud, Nouv.
Ann. math. (2) 2 (1868), p. 271/3 (considérations géométriques).*



302 A. Voss. 113, Caleul différentiel. J. Molk.

0. Schlsmilch®™) a établi une expression plus générale de R, qui
comprend & la fois I'expression (2) et lexpression (3).

C’est I'expression
A= o —a) T b —a)— () .
@) Bo=" i TR e — ) fOla-+0(b—a)l,
od 0< 8 <1 et od Yon peut prendre pour #(x) une fonction uni-
voque quelconque de z finie et continue admettant une dérivée qui,
dans Vintervalle envisagé, ne soit ni nulle ni infinie.

E. Roche®™) est parvenu par une autre voie, indépendamment de
0. Schlomilch ™) mais aprés lui, & l'expression

-0
? (m—1)!
ol p désigne un mombre naturel arbitrairement fixé. Elle se déduit
immédiatement de lexpression (4) en y prenant ¥(z)=2f. Pour
p = n on retombe sur l'expression (2), pour p = 1 sur U'expression (3).

E. Roche®™) a établi plus tard une formule plus générale encore
qui comprend celle de O. Schlomilch comme cas particulier. Clest la
formule

®) R, = & fofa+ 00— a))

o 1) ey [P (@ 408
(6) R,=%. e (h— B8Ry~ 9 (at0R)’
od Pon a posé
[T - w'b)—w’a)—iw’(a‘ SO ks w(q—‘)(a)j'
wl (@)= ¥ (@) =1t 13

on a encore 0 < 0 < 1 et Pon peut prendre pour %(z) une fonction
univoque quelconque de z dont les dérivées d’ordres 1, 2,..,9—1
restent finies dans lintervalle (a,b) et dont la dérivée d'ordre g m'est
ni nulle ni infinie dans cet intervalle.”

211) Handbuch der Differential- und Integralrechnung 1, Greifswald 1847,
p. 177; J. Bourget [Nouv. Ann. math. (2) 9 (1870), p. 537/40] a reproduit cette
formule en éuongant sous une forme moins précise les conditions vérifides par
la fonction {x)."

212) ,Acad. sc. ot lettres Montpellier (Mém. section sc.) 4 (1858/60), p. 125
[1868]; J. math. pures appl. (2) 8 (1858), p. 271; Nouv. Ann. math. (1) 19 (1860),
p. 811/6; Ch. Hermite [Cours d’Analyse®®) 1, p. 49/50] doune une démonstration
trés simple de la formule de K. Roche; elle consiste en une généralisation directe
de 1a marche suivie par 0. Bonnet pour démontrer le théoréme des accroisse-
ments finis; Ch. Hermite sttribue cette démonstration & Homersham-Cox et &
F. Rouché. Elle nest pas & I'abri de toute objection. Cf.J. Mister, Nouv. Corresp.
math. 8 (1877), p. 75.*

213) ,J. math. pures appl. (2) 3 (1858), p. 384.%

214) ,Acad. sc. et lettres Montpellier (Mém. section sc.) 5 (1863), p. 4193 C.
R. Acad. sc. Paris 58 (1864), p. 380; J. math. pures appl. (2) 9 (1864), p. 129/34.*
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Les relations (2), (3), (4), (5) et (6) peuvent encore avoir lien
quand f™(x) est infinie ou méme n'existe pas en certains points déter-
minds de lintervalle (a, b). L'existence de f®(z) pour z=a ou
2 — b wintervient en rien dans la démonstration de ces relations®).
On a méme démontré que ces relations subsistent quand, pour z=4,
les dérivées f'(z), f'(z), ..., f®V(x) ne sont point univoques et
finies 21¢).

En remplagant @ par z et b par z + h le résultat obtenu peut
se mettre sous la forme

flet ) =1 + 7@+ +

1
@) + By

4 laguelle on a donné le nom de formule de Taylor. Cefte formule
permet d’exprimer f(z +h) en fonction linéaire de f(2), de ses n—1
premiéres dérivées et d'un derme complémentaire B, auquel on donne
souvent le nom de reste.

Les trois formes les plus usuelles du reste de la formule de Taylor

sont
13

R,— ﬁl)!fu"*‘f(")(x—u +h)du,
0

B,= 2 fm(a+om), on 0<0<1,

I
R, = ("—_f—i)—i(l — )"~ f™(a+6h), ou 0O
Signalons ici une forme du reste due & M. @ Ocagne®' ") dans laquelle
6 n'entre pas sous le signe fonetionnel.”

23. Formule de Taylor pour les fonctions de plusieurs variables.
Envisageons une fonction univogque et continue £1 (, y) admettant, dans le
voisinage d'un point (g, b), toutes ses % + 1 dérivées partielles™®) d'ordre

215) Voir par ex. J. Tannery, Introd.*), (1™ éd.) p. 248; (2° éd.) 1, p. 391.

216) Cette remarque est due a O. Stolz [Grundziige ) 1, p. 97/100] qui I'a
déduite d'une des formules établies par E. Roche.

217) Mathesis (2) 1 (1891), p. 19. M. d’Ocagne [Revue de math. spéc. 5
(1898/1900), p. 1/3) a ensnite généralisé cette formule.*

218) Comme I's montré G. Peano {dans A. Genocchi, Calcolo diff.'*®), Anno-
tazioni, p. XXV], il est indispensable de supposer que ces dérivées partielles d’ordre
» soient des fonctions continues de « et de 4. Il ne suffit pas que la fonction
et ses dérivées partielles d'ordre » — 1 soient continues et que les dérivées par-
tielles d’ordre m soient seulement déterminées, comme lo dit J. 4. Serret, Calcul
Qiff.11%), (5 éd.) 1, p. 194.%
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#, elles-mémes continues au point (a, b), et un point
(z=a+ht, y=b+kt) o 0<t<1

faisant partie du voisinage de (a, ). Appliquons la formule de Mac-
laurin & la fonetion

o) = fla+ht, b+ kt),

et dans lo développement ainsi obtenu prenons ¢ = 1, Nous obtenons
ainsi comme I'a montré A. L. Cauchy®®) la relation

f@thb+B =fa,b) + [+ 5 B+ + L [+ R,
ol
. . 0 2\
Vil = hE (@ B) + bt (@, B) = (b7 + k)| o Daey
(5] = W0, ) + 2hk12 (0, B) + By (a, )
2 7 \()
= (hgz +15) If(x,y);:z
7 A IS \
U= (g, + 1) I]‘(z’,y):i;t

ay.
SR A P
R, = (ham + Z’ay) |7, y);:,ﬁ‘%

Cette formule est entidrement analogue & celle de Taylor pour les
fonctions d'une variable. Il est aisé de Uétendre a des fonetions d'un
nombre quelconque de variables. En particulier, on a

fla+de, b+ dy) =[(a,8) + df (@, 9),_,+ -

z=a

1 1
+ G- =z, y),_,+ PICAACY) I
y=b y=b+0k
A. M. Ampére®™) avait obtenu, avant 4. I. Cauchy, une formule ana-
logue en appliquant le théortme des aceroissements finis.

Mais c'est & .J. L. Lagrange®t) qu'est, en réalité, due lextension

219) Calcul diff.%%), p. 244; (Buvres (2) 4, p. 568, Voir aussi A. Genocchi,
Caleolo diff.%), p, 145/8; 0. Stolz, Grundzige ') 1, p. 169/61. , 4. L. Cauchy [Caloul
diff.%%), p, 143; Buvres (2) ¢, p. 568] montre comment on peut étendre la formule
de Taylor au cas de » variables, en appliquant une méthode déji employée par
8. F. Lacroix [Caleul diff.59), (¢ ¢d) 1, p. 387].*

220) Ann. math. pures appl. 17 (1826/7), p. 317/29. ,Dans ce mémoire 4. M.
Ampére assigne deux limites (correspondant & 68— 0 et § = 1) entre lesquelles
est compris le terme complémentaire de la formule de Cauchy.*

221) Théorie des fonctions analytiques, (1¢ 6d.) Paris an V., p. 91; Euavres 9,
Parig 1881, p. 142,
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de la formule de Taylor aux fonctions d’un mombre quelconque de
variables. Sa méthode est dailleurs plus directe et, peut-étre méme,
plus simple que celle de 4. L. Cauchy. Elle consiste essentiellement
4 appliquer la formule de Taylor, wne premiére fois  la différence

fla+hb+k) —fa,b+1),
une seconde fois & la différence
(@, b4k —f{a, b),

eb anssi aux différences des dérivées, prises par rapport & z, qui
figurent dans lexpression de la premidre différence. Toutefois Iex-
pression du terme complémentaire & laquelle on parvient ainsi®?) est
loin d'¢tre simple et symétrique, et clest pourquoi on adopte géné-
ralement le procédé de 4. L. Cauchy.

JLa formule de Lagrange suppose seulement que f(z,y) admette
toutes ses v + 1 dérivées partielles d’ordre v; elle ne suppose pas, comme
la formule de Canchy, que ces v + 1 dérivées soient des fonctions con-
tinues de (z,y) au point (a, 4)25)*

Ce qui précdde s'étend aisément aux fonetions g, 2 ..., )
d’un nombre quelcongue 7 de variables Lyy Zyy ooy X,

24. Extension de la formule de Taylor. On peut, comme l'a
montré G. Darbouz®™), étendre la formule de Taylor aux fonctions
d’une variable complexe, L'expression du terme complémentaire est
alors un peu plus compliquée que dans le cas d’une variable réelle;
en désignant par 2 un nombre complexe dont la valeur absolue ne
peut dépasser I'unité, G. Darbouz a mis le terme complémentaire sous
la forme

e
R= 8= 00 L b —a)

n—11

222) Les développements sont effectués dans 0, Stolz, Grundziige ®!) 1, p. 143,

223) ,J. 4. Rouyauz [C. R. Acad. sc. Paris 84 (1877}, p. 1014/6] a géné-
ralisé ln formule approchée donnée vers la fin du n° 14; en y prenant n 4 1
termes, on tient compte des u - 2 premiers termes du développement de
Taylor.*

224) G. Darbouz, J. math. pures appl. (8) 2 (1876), p. 294. ,Voir aussi
E. Amigues [Nouv. Ann. math. (8) 12 (1893), . 88/92); Ch. Hermite [Cours (auto-
graphié) faculté sc. Paris, rédigé par H. Andoyer, (4 éd.) Paris 1891, p. 61/2]*
et la formule qui, pratiquement équivalente & celle de . Darbouz, en diffore
cependant quelque peu, due & P. Mansion {Bull. Acad. Belgique (8) 10 (1885),
P 848; Mathesis (1) 6 (1886), p. 102]; voir surtout 0. Stolz, Grundziige %) 2,
p. 93,
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La formule de Ch. Hermite®)
flz)=f(z,) + (z — 2)f (@, 72) + (CEENCEEN{CTEN ENE
+@—z)(r—a). (@ =2, ) (@yy Tgs -+ s )
1
+oe—a) =g (F—a) ")
peut aussi &tre envisagée comme une extension de la formule de
Taylor. Dans cette formule 2z, 2;, ..., %, désignent # constantes
réelles inégales, § une valeur déterminée comprise entre la plus petite
ot la plus grande de ces n constantes; Fo)(z) est la dérivée d’ordre »
de f(z), prise par rapport & =, enfin
f @, @) @ @ 28, - o £, Tas - > T)
sont les m — 1 fonctions interpolaires d’Ampere correspondant & la
fonction f(x) envisagée, en sorte que Yon a?®¥)

fla)_ | flm)

f(xn-’:z)=xl_$, Zy — 2,

fia) fie) e
1@ @ %) = (e — ) T @m—me — 2 T (@ —a -

y

2T @ mm—a

f(z)
F(Zy, Byy ooy T0) = [CETAICES 'z‘!)_—' + e
f(@n)

F om0 — ) En— T

1

La démonstration de cette formule suppose seulement que la fonction
envisagée f(«) admette une dérivée d’ordre » en chacun des points
intérieurs & lintervalle compris entre la plus grande et la plus petite
des n constantes =, 75, . . ., Z,-

226) Ch. Hermite, J. reine angew. Math. 84 (1878), p. 70/9. Voir aussi
. Lipschitz, C. R. Acad. sc. Paris 86 (1878), p. 119; ,4. Genocchi, Atti Accad.
Torino 16 (1880/1), p. 289; H. 4. Schwarz, id. 17 (1881/2), p. 740/2; Math. Abh. 2,
Berlin 1890, p. 307/8.*

226) ,Voir J. D. Gergonne, Ann. math. pures appl. 16 (1825/6), p.329/49 [d'aprés
dos notes dues & A. M. Ampére]. Voir aussi A. L. Cauchy, C. R. Acad. sc. Paris
11 (1840), p. 775/88; (Buvres (1) b, Poris 1885, p. 409/24.

Ces fonctions interpolaires sont au fond celles que I Newton avait déja
introduites dans sa formule générale d'interpolation [Principia math.%), (1™ éd.)
Londres 1687, livre 3, lemme V; (2° éd.) Cambridge 1713, p. 446; (3 éd.) Londres
1726, p. 486/7; éd. S. Horsley 3, Londres 1782, p. 128/80, trad. G- E.de Breteuil,
marquise du Chdtelet 2, Paris 1769, p. 120/1] et que E. Waring [Philos. Trans.
London 69 (1779), p. 69; cf. 4.von Braunmiikl, Bibl. math. (3) 2 (1901), p. 95]
et, apres lui, J. L. Lagrange avaient aussi envisagées [Legons élémentaires sur
1es math. données & 'Ecole normale en I'an III (ces legons ont paru d’abord dans
les deux éditions des «Séances des Fcoles normalesy Paris an IIT et an IX); réimpr.
J. Bo. polyt. (1) cah. 8 (1812), p. 276/7; (uvres 7, Paris 1877, p. 285/6)."
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Cette formule de Ch. Hermite comprend, comme cag particulier,
une formule due & A. L. Crelle®) qui, elle aussi, peut déja &tre en-
visagée comme une extension de la formule de Taylor.

La démonstration de ces formules est aisée quand on s'appuie
sur les formules amalogues concernant le théordme des accroisse-
ments finis.

11 y a bien d’autres formules encore, que I'on peut, si I'on vent,
envisager comme une extension de la formule des aceroissements
finis®®). Telle est, par exemple, la formule de Lagrange, dans laquelle
le terme complémentaire, qui avait été domné par A. Popov®™®) gous
la forme d'une intégrale, s'exprime aussi implicitement sous une forme
assez simple®®). Tels aussi les développements formels de J. Hoéné
Wronski®®) que Ton peut, si Ion veut, rattacher, malgré leur grande
généralité, & la formule des accroissements finis.

Tl faut toutefois observer que la complexité croissante des ex-
pressions explicites des divers termes complémentaires auxquels on
parvient ainsi ne permet de faire que trés rarement usage de ces
formules, en sorte que, pour la plupart, elles ne présentent que peu
Qintéret ),

25, Série de Taylor. Envisageons une fonction f(x) univoque
et continue, admettant des dérivées de tous les ordres chacune finie

227) J. reine angew. Math. 22 (1841), p. 249, Voir déja Abh. Akad. Berlin
1898, ¢d. 1831, Math. Klasse, p. 1/20; id. 1830, éd. 1832, Math. Klasse p. 29/40.
Voir aussi 0. Schiomilch, Ber. Ges. Lpz. 81 (1879), math. p. 27/33; 7. Math. Phys.
95 (1880), p. 48/63.

228) ,Voir par ex. P. Proubet, Revue de math. spéc. 5 (1898/1900), p. 143>

229) C. R. Acad. sc. Paris 58 (1861), p. 798.

230) Voir par ex. J. C. Glashan, Amer. J. math. 4 (1881), p. 282/92.

231) En ce qui concerne I'ensemble des recherches de J. Hoéné Wronski, con-
sulter A. de Montferrier [Encyclopédie mathématique ou exposition complete de
foutes les branches des mathématiques, d’aprés les principes de la philosophie
des mathématiques de Hoéné Wronski (en 4 volumes, Paris 1856/9); voir en parti-
culier 8, p. 401] et l'exposé des méthodes générales de J. Hoéné Wronski par E. West,
J. math. pures appl. (3) 7 (1881), p. 5/32, 111/28; (3) 8 (1882), p. 19/54, 125/66;
(8) 0 (1883), p. 301/434.

,Ces mémoires ont été publiés en un volume: Exposé des méthodes générales
en mathématiques, Paris 1886. Voir aussi S. Dickstein, Hotne Wrofniski, Jego
#ycie 1 prace (sa vie ef ses ceuvres), Cracovie 1896 (Note de @. Vivanti).*

239) Dans la théorie des fonctions d'une variable complexe, on rencontrera
encore d'autres extensions de la formule de Taylor. ,Au point de vue des appli-
cations, il peut y avoir intérét a substituer an développement de Maclaurin un
développement ot figurent les valeurs moyennes de la fonction et de ses dérivées
successives dans lintervalle qu'on envisage. Voir a ce sujet JI. Léauté, C. R.
Acad. sc. Paris 90 (1880), p. 1404/8; J. math. pures appl. (3) 7 (1881), p. 185/200.*
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et continue dans un intervalle donné
(a,a+%), ot %>0.

La formule de Taylor [n° 22] met en évidence que la condition né-
cessaire et suffisante pour que la somme de la série entidre en A

(od B < k)
F@) +{77@) + 5@+ o)

soit égale & f(a4-%), est que le terme complétementaire R, de cette
formule tende vers zéro quand = eroit indéfiniment ***).

Lorsqu'il en est ainsi on dit que f(a+ k) est développable en série
entidre en % dans le voisinage (ou aux environs) du point @. On donne
A cebte série entiere le nom de série de Taylor.

On met souvent ce développement sous la forme

1) = F@) + 55,2 @) + E5 0@ 4+ )

Dans le cas particulier od @ =0, on donne & la série de Taylor
le nom de série de Maclaurin.
JLorsqu'on peut assigner un nombre fini N tel que les inégalités,
en nombre infini,
[f™(@)| <N (n=1.23,..... )

soient toutes vérifiées, quel que soit l'ordre » de la dérivée, et en
chacun des points z de lintervalle (a,a + k), il est aisé de voir que
la condition

lim R, =0

n=fo
est toujours vérifide. Cette remarque fournit une condition suffisante 235
pour qu'une fonction f(z) soit développable en série de Taylor au
point a®*).*

2383) ,A. L. Cauchy, Résumé lecons Ec. polyt. sur caleul infin.®%), p. 4;
@uvres (2) 4, p. 2245 cf. F. N, . Moigno, Caleul diff.!*7) 1, p. 150.

Voir déja P. S. Laplace, Théorie analytique des probabilités, (1° éd.) Paris
1812; (3° éd.) Paris 1820, p. 177; @uvres 7, Paris 1886, p. 180.

O. Schlomilch [Nouv. Ann. math. (1) 11 (1862), p. 180] démontre ce théortme
par des considérations ¢lémentaires.*

284) M. d’Ocagne [Mathesis (2) 1 (1891), p. 19/20] remarque que 8i, 2
partir d'un certain rang, aucune des dérivées de f(z) ne s'annule dans Vinter-
valle (0, ), et si

lim [f™ (@) — £™(0)]
n=+wo

est finie, f(z) est développable en série de Maclaurin, Cette condition n'est
manifestement pas nécessaire.*
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,On constate sans peine que cette condition suffisante est vérifide,
dans un intervalle fini comprenant le point x — 0, pour les fonctions
élémentaires?s%)

¢, sing, cosa, log(1+a), (14 2), arctgz, ...
et pour plusieurs autres fonctions dont on fait un fréquent usage dans
les applications. Pour ces fonctions on peut éerire sans difficulté les
développements en séries de Mauclaurin. On a ainsi®®)

ez=1+f_1+':z -

-1
227

= D gy b

E
1

log,(1 + )= = —

x? £ 2!

arctge =z — 5+ _A,._,_(_].)N.,Zﬁ.lu_;_ .....

Mais quand on envisage des fonctions ayant un caractére moins

€lémentaire, la condition .

lim R, =0

n=tw
se présente sous une forme peu maniable. Eile ne fournit d’ailleurs
aucun renseignement sur ce qui différencie de lensemble des fonetions
univoques dont toutes les dérivées sont finies en un point a, celles
que l'on peut développer en série de Taylor aux environs de ce point a.
A cet égard les diverses formes que l'on a données au terme com-
plémentaire R, ne sont pas moins désavantageuses les unes que les
autres: on ignore, en effet, les conditions nécessaires et suffisantes
auxquelles doit satisfaire une fonction f(z) dans un intervalle donné
pour que Pintégrale définie qui représente R, s’annule pour n — + 0o,
et, d’autre part, dans les expressions ou figure 6, il ne faut pas oublier
que, si le nombre 9 est déterminé pour chaque indice #, la fagon

285) ,8. L'Huilier [Philos. T'rans. Londou 86 (1796), p. 142/66] donne une
méthode élémentaire fondée sur une propriété essentielle des Pprogressions géo-
métriques pour obtenir les développements de log (1 + z), arcsinz, arccos z,
d’ot, par la méthode du retour des suites, il obtient les développements de e*,
sin z, cos x.*

2386) ,Voir larticle 117, n°* 10, 12, 13, 18, 20, 21.
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dont § varie avec m est entierement inconnue. II en résulte®’) que
pour reconnaitre si 'on a

lim B, =0

n= ot
il faut pratiquement rechercher si cette limite tend uniformément**)
vers zéro pour fous les 6 compris entre O et 15 mais alors, si méme
on reconnait qwil n'en est pas ainei, on n'en saurait conclure que f(=)
n'est pas développable en série de Taylor aux environs du point envisagé.”

Avant A. L. Cauchy la question se présentait autrement. On ad-
mettait, en effet, que le développement d'une fonction wmivoque flx)
en série de Taylor aux environs d'un point @ est toujours possible
lorsque f(a) et toutes les dérivées
@), @), .- ™), -----
sont finies, On admettait done d’'une part que, sous cette hypothese,
la série de Taylor
f@) + 570 @ + E @+ O 0@

est nécessairement convergente, d’autre part, et ¢'était encore Yopinion
de J. L. Lagrange®), que cette série a effectivement pour somme f(z).
(lest cette opinion de J. L. Lagrange que A. L. Cauchy*®) chercha

287) A. Pringsheim, Mathematical papers of the Chicago Congross 1893, éd.
New York 1896, p. 292; Math. Ann. 44 (1894), p. 59.

238) ,D'une fagon plus précise il faut pratiquement rechercher si, & chague
nombre positif s fixé arbitrairement aussi petit que l'on veub, et i chaque
nombre k plus petit en valeur absolue qu'un nombre positif déterminé k qui est
A notre choix, on peut faire correspondre un entier positif » tel que l'on ait
|Ra| < & pour tout entier n>» et pour tous les & vérifiant les inégalités
0<a<1

239) J. L. Lagrange, Fonctions analyt.?®), (1° éd) p. 38; Euvres 9, p. 65;
Caleul des fometions®); réimpr. J. Ec. polyt. (1) cabier 12 (an XII), p. 2; (nouv.
éd.) Paris 1806, p. T4 (huitieme legon); (Euvres 10, p. 72.

.»On peut donc conclure en général que le développement

. "
fo+ % faot 1'; Qe ote.
de la fonction f(x 4+ i) ne peut devenir fautif, pour une valeur déterminée de x,
qu'sutunt qu'une des fonctions fz, 'z, "z, etc. deviendra infinie en dounant
4 x cotte valeur; et que ce développement ne sera fautif qu'a commencer du
terme qui deviendra infini*

Cest encore ce que dit 4. H. E. Lamarle [Bull. Acad. Belgique (1) 13 1
(1846), p. 725] qui s'appuie sur cette proposition erronée comme sur un véritable
principe.*

240) Caleul diff.?%), p 105; (Euvres (2) 4, p. 394; F. N. M. Moigro, Calcul
diff. 1?7 1, p. 72.%
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& réfater en montrant que la série de Maclaurin correspondant & la

fonction
_ 1
ecPte
— 1,
quoique convergente, a pour somme, non pas la fonction e==*+e¢ *,
mais son premier terme e~
I faut reconnaitre que méme la fagon dont Ch. Hermite a présenté

le raisonmement de A. L. Cauchy laisse quelque doute dams l'esprit
1

parce que la fonction ¢ = west quimproprement définie au point
z =0 elle est, en effet, définie en ce point comme la limite vers
laquelle tend, pour & = 0, l'expression

k=+oo

or rien n'empécherait d'exelure a priori de tels points; Vexemple
donné par A. L. Cauchy ne suffirait alors pas a réfuter le point de
vue de J. L. Lagrange®?). Ce wétait cependant pas une Taison pour
admettre sans controle l'opinion de J. L. Lagrange, comme Tont fait
plusieurs géomatres**)* méme apres que G. Lejeune Dirichlet ent in-
sisté, dans ses recherches sur la convergence des séries trigonomé-
triques, sur ce que de telles séries peuvent étre convergentes et ce-
pendsnt ne pas représenter la fonetion au moyen de laquelle on a
formé suivant la regle de Fourier les coefficients de la série, et alors
que la possibilité de séries convergentes avec un reste différent de
zéro avait déja été signalée.

Jl est probable que Ch. Cellerier®3) est le premier qui ait cons-
truit une fonction univoque f(x) finie ainsi que foufes ses dérivées,
pour # =0, et telle cependant que la série de Maclaurin corres-
pondante

x a? 2"
O)+ 2P Q)+ SO+ PO

soit divergente en des points z d'un intervaile (0, %) fixé aussi petit

241) P. du Bois- Reymond, Abh. Akad. Milnchen 12 (1876), Abt. I (1875),
p. 119; Sitagsb. Akad. Miinchen 6 (1876), p. 225/37; réimp. Math. Ann. 21 (1883),
p. 109/17. Voir aussi A, Pringsheim, Math. Aun. 44 (1894), p. 51.

242) ,Voir par exemple H. Hankel, Math. Ann. 20 (1882), p. 102 [1870].*

243) Le mémoire posthume de Ch. Celiérier ,(mort & Gentve en 1889) intitulé
,.Note sur les principes fondamentaux de 1'Apalyse” ne porte aucune date, mais
il est entitrement éerit de sa main sur du papier jauni par le temps.* Il a ét€
publié en 1890 [Bull. sc. math. (2) 14 (1890), p. 158/60].
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que Yon veut: c'est la fonction

y=tw

fay= 3 sin(er

r=1

ot « désigne un nombre naturel?*4).*

Le premier exemple qui ait ét6 public est da a P. du Bois-Rey-
mond™) mais plusieurs ecritiques pourraient étre formulées au sujet
du choix de cet exemple et il faut bien recomnaitre, en outre, que
le mode de démonstration employé est loin d’atre lumineux.

WM. Lerch™®) a montré, avant la publication de I'exemple do &
Ch. Cellérier, que la fonction

v=te

f(z) = 2711 cos (az)

jouit de la méme propriété que celle de Ch. Cellérier.*
On doit & A. Pringsheim des exemples particulibrement suggestifs:
ainsi la série de Maclaurin formée au moyen de la fonction
e s
f@)= D g @ (M a>1)
=0

et de ses dérivées, pour © =0, est divergente *), et il suffit de changer

244) ,Ch. Cellérier n’envisage que le cas ol « est un nombre naturel trés
grand. Cette restriction est d’ailleurs inutile [cf. 4. Pringsheim, Math. Aun, 42
(1893), p. 182; Sitagsb. Akad. Minchen 22 (1892), p. 244]*

246) Sitagsb. Akad. Miiachen 6 (1876), p. 236; Math. Ann. 21 (1883), p. 113.
.Cet exemple est fourni par le fonction

vzt
. 1 Ed
) = (gt 1 &
fla) _S_O\ e e e
y=
olt aucun des nombres a, @, @g,..., Gu,..... n'est nul et o0 lim @y = 0. La
01 Oy 5 By, s n
¥=+too

série de Maclaurin correspondant & cette fonction est divergente quelque petit que
soit x.*

246) ,J. reine angew. Math, 103 (1888), p. 136 [décembre 1886]. M, Lerch
suppose a impair. La fonction envisagée par I Fredholm [voir M. G. Mittag-
Leffler, Acte math. 15 (1891), p. 279/80] fournit un autre exemple fort simple du
méme fait pour le point £ =1 (ou 2= — 1) au lieu de z = 0; la démonstration
donnée par 1. Fredholm est toutefois loin d’stre élémentaire. Voir aussi A. Prings-
hesm, Math, Ann. 42 (1893), p. 169/76; 50 (1898), p. 450.*

247) A. Pringsheim, Sitzgb. Akad. Minchen 22 (1892), p. 221; Math. Ann.
42 (1893), p. 156, 159 [1892]; Math. papers Chicago '), p. 300/1. +Voir encore
les exemples dounés par G. Vivanti, Rivista mat. 3 (1893}, p. 111/4.*
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@ en —a pour avoir un exemple ofl la série de Maclaurin est con-
vergente mais a une somme différente®*) de f(x). A. Pringsheim*®)
donne aussi un exemple ou la série de Maclaurin correspondant &
une fonetion f(z) est comvergente pour z=0, mais ol la somme de
cetbe série, égale & f(z) & gauche du point 2 =0, differe de f(2) a
droite du point z == 0.

Malgré tous ces exemples la question concernant Ia transformation,
sous une forme immédiatement applicable, de la condition nécessaire
et suffisante

lim R, =0,

n=tm
énoncde plus haut, n'en restait pas moins entitre. Elle a ét6 élucidée
par A. Pringsheim®®) qui a démontré la proposition que voici:

Envisageons une fonction f(z) qui, dans Vintervalle

e+ R,
soit univoque et finie; supposons qu'en chacun des points de Uintervalle
<z <x+ R
cette fonction f(z) admette des dérivées finies de tous les ordres et
qu'au point
z =z,
f(2) admette des dérivées & droite finies de tous les ordres 1),

La condition nécessaire et suffisante pour quune fonetion f(x)
satisfaisant & ces conditions [que nous désignerons pour abréger par
(4) et qui sont manifestement nécessaires] soit développable en série
de Taylor dans lintervalle

0<h< R,

248) A. Pringsheim, Sitzgsh. Akad. Miinchen 22 (1892), p. 228; Math. Ann,
42 (1893), p. 161, 162, 165, 166; Math. papers Chicago *7), p. 300/4.

249) Math. Ann. 44 (1894), p. 54/6 [1893] exemple annoncé en note: Math.
papers Chicago **7), p. 295.

250) Math. Ann. 44 (1894), p. 68 {1893]; Math. papers Chicago ), p. 293;
E. Pascal, Rivista mat. 5 (1895/8), p. 43; Esercizi e note critiche ®¥), p. 196/207.

251) 1l importe d’insister sur ce que Pensemble des valeurs finies ™ a)]
pour n=1,2,8,..... peut n’avoir aucune borne supérieure finie. «Si T'on ad-
mettait que toujours

™ @ <N,

ot N est un nombre fini indépendant de n, on tomberait dans des erreurs du
genre de celle commise par P. Mansion [Ann. Soc. scient. Bruzelles 3% (1878/9),
p- 263/4] ou par Gy. (J.) Konig [Nouv. Ann. math. (2) 13 (1874), p. 270/2]. Au
sujet de cette derniére démonstration voir encore . Amigues [Nouv. Ann, math.
(2) 19 (1880), p. 105/9] qui retrouve en outre la forme générale du terme com-
plémentaire de O. Schlomilch qu'il attribue & tort & J, Bourget 211).*



314 A. Vogs. 113, Caleul différentiel. J. Molk.

en sorte que l'on ait dans cet intervalle

v=4o o .
oo+ 1) = 2w,
v=0

est que, 7 désignant un nombre positif fixé arbitrairement de fagon que
r < R, Vexpression

1

e AL C RO
converge uniformément vers zéro quand n croit indéfiniment, quelles
que soient les quantités b et & que Pon fixe parmi celles qui vérifient
les inégalités
0LhLh+ELr.

Jl a ensuite montré*?), en n'utilisant que des procédés extréme-
ment simples, que pour toute fonction f(z) satisfaisant aux conditions
nécessaires (4) la condition nécessaire et suffisante pour que dans
P'intervalle

0<h<RE
on ait
, )
[+ k) =2 i g
=0
est que

«) d'une part, pour chaque nombre positif r < R, Vexpression
1
wf® (z)r"
converge uniformément vers zéro quand # croit indéfiniment
) d’autre part, le nombre positif » étant fixé plus petit que R,
Texpression
1
IANCE ROl
envisagée pour chaque o positif plus petit que R — 7, converge uni-
formément vers zéro quand  croit indéfiniment, quel que soit h véri-

fiant les inégalités
0<h<o.

Cette derniére condition (§) peut &tre remplacée par la suivante:
") le nombre positif r étant fixé plus petit que R, l'expression

1
L+ B et
reste inférieure a une borne finie B pour un certain nombre positif g,
inférieur & R — 7 et pour tout h vérifiant les inégalités
. 0<h< o

259) Sitzgsh. Akad. Milnchen, Math.-phys. Klasse 1912, p. 13754 *
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La formule du reste de Cauchy permet aussi d’énoncer facilement
Jes conditions nécessaires et suffisantes du développement d'une fonc-
tion f(z) en série de Taylor dans l'intervalle envisagé.

Pour toute fonetion f(z) satisfaisant aux conditions (4), la con-
dition nécessaire et suffisante cherchée est que, quand n croit indé-
finiment, Vexpression du terme complémentaire de Cauchy

B —e
R,= — 1T f"){(a + 0h)
converge uniformément vers zéro pour chaque valeur positive h<r << R
et pour toutes les valeurs de 8 faisant partie de P'intervalle %)
0oL 1%,

Ce théoreme ne serait pas cxact si l'on remplagait dans son
énoncé le terme complémentaire de Cauchy par celui de Lagrange®®).
La condition obtenue serait encore suffisante dans l'intervalle 0 <k < R,

mais elle ne serait plus nécessaire que dans l'intervalle 0<h <%‘

26. Fonotions analytiques d'une variable réelle. Lorsqu'on
compare le théortme que I'on vient d'énoncer au théoreme de Cauchy
[II 8] d’aprés lequel la condition nécessaire et suffisante pour quune
fonction f(z) d'une variable compleze z soit développable, aux environs
d’un point g, en une série entitre en £ —a, est que f(2) soit uni-
voque, finie et admette une dérivée finie en chacun des points d'un
cercle de rayon fini déerit de o comme centre, on est tout d'abord
frappé du nombre moindre de conditions qui semble imposé aux fone-
tions d'une variable complexe. Mais un instant de réflexion suffit®*)
pour se rendre compte que l'existence Jd'une dérivée du premier ordre
au sens de la théorie des fonctions d’'une variable complexe représente
un ensemble infini de conditions qui a la puissance du continu, tandis
que pour une fonction d’une variable réelle la condition d’admettre
des dérivées finies de tous les ordres ne représente qu'un ensemble
infini dénombrable de conditions.®

Le théoreme de A. Pringsheim met précisément en évidence les
conditions, concernant la fagon dont f®(a) devient infinie avec %,

253) A. Pringsheim, Math. Ann. 44 (1894), p. 73 [1898]. Voir déja Jabresb.
deutsch. Math.-Ver. 3 (189/3), éd. Berlin 1894, p. 82/4.

254) Gy. (J) Konig [Math. Ann, 25 (1884), p. 460/2] avait déja essayé de ré-
sondre le méme probleme; mais, d'aprés A. Pringsheim [Math. papers Chicago %),
p. 203/6], le critére qu’il formule est quelgue peu illusoire.

255) A. Pringshetm, Math, Ann. 44 (1894), p. 75/6; ,Sitzgsb. Akad. Miinchen,
Math. Phys. Klasse 1912, p. 1563.*

956) A. Pringsheim, Math. Ann. 44 (1891), p. 578.
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quil faut adjoindre 3 cet ensemble dénombrable de conditions pour
obtenir pour les fonctions f(z) d’une variable réelle Péquivalent de
Pensemble de conditions ayant la puissance du continu donné par le
théoréme de Cauchy pour les fonctions f(z) d’une variable complexe.*

Par analogie avec la terminologie adoptée dans la théorie des
fonctions d'une variable complexe il est naturel dappeler fonctions
analytiques dune variable réelle = celles des fonctions f(#) qui sont,
au moins dans le voisinage d'un point, développables en série de Taylor.

Lorsqu'une fonction univoque f(z) est développable en série
entidre en (#—a) de sorte que, dans le voisinage de g,

f(x):co+c,(x—a,)+cg(:v—a)’+-~-+c,,(x——a)'+ ----- s

ol €y, ¢, 6, ..., ¢
nécessairement

..... sont des constantes par rapport & z, on a

G = f(a), & = f(a);
mais, comme l'a montré G. Peano™®), il peut fort bien arriver que ¢
ne soit pas égal & 1”(a)*
E. Borel®™") a abordé Vétude générale des fonctions univoques
indéfiniment dérivables et non analytiques.

2. Maximés et minimés des fonotions d'une variable. En-

visageons une fonction univoque

y="1()
d'une variable #, définie dans un intervalle fini. Si les valeurs que
prend y dans cet intervalle admettent une borne supérieure finie b
[ou une borne inférieure finie 8] et que cette borne soit atteinte pour
une valeur de z comprise dans I'intervalle envisagé, on dit que b est le
mazimé [ou que B est le minimé] de y dans cet intervalle [ef. I 3, 20].

On dit®®) que la fonction f(z) est mawimée powr x=a, ou au

2568) ,G. Peano, Atti Accad. Torino 27 (1891/2), p. 40/6.*

257) ,Ann. Ec. Norm, (3) 12 (1895), p. 42; Legons sur les fonctions de va-
riables réelles, Paris 1905, p. 68 [ef. 111, 12 note 146].

258) La terminologie dont on fait ugage est loin d’étre uniforme. ,Sans
insister sur ce qu'on emploie, en général, les mots latins de ,maximum® ef
pinimum* au lieu des mots frangais de ,maximé“ et »minimé*, ece qui offre
quelque inconvénient parce qu'on est ainsi amené 4 dire »la valeur de Ia variable
qui rend la fonetion maximum* ce qui est fort long et ginant, au lieu de dire
simplement ,le maximant de la fonction of qu'en outre on n'a pas i sa dis-
position les verbes ,,maximer* et sminimer*,* il faut remarquer que souvent des
divergences plus graves ge sont produites dans les locutions employées. Ainsi,
pour ne citer qu'un exemple, plusieurs auteurs appellent ,maxima absolus* les
ymaximée dans un intervalle* et »maxima relatifs* les ,maximés pour ure valeur
de x“; au contraire, pour A. Genocchi [Calcolo diff.119), p. 191] un ,maximum
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point a, ou simplement en @, lorsqu’on peut déterminer un nombre
positif £ tel que L'on ait
fla+h) —f(a) <0
pour tout 4 positif ou négatif vérifiant Pinégalité
hl<e.

.On peat alors dire aussi que = a est un mazimant do f(x) et
que f(a) est une valewr maximee de f(z)*

On dit que f(z) est minimée pour z = a, ou au point a, ou simple-
ment en a, lorsqu'on peut déterminer un nombre positif ¢ tel que
Ton ait .

fla+h)—f(a)>0
pour toub A positif ou négatif vérifiant I'inégalité
ihi < e

.On peut alors aussi dire que  — @ est un minimant de f(x) et
que f(a) est une valewr minimée de f(z)*

Tl est parfois avantageux d'envisager des valeurs 7 — @ auz-
quelles on puisse faire correspondre un nombre positif ¢ tel que

Ton ait
fla+h)—fla)<0
pour fout h vérifiant Uinégalité
k<,

avec cette restriction toutefois que parmi les |h| < 7<eé&ily en ait
toujours, quelque petit que l'on prenne 7, pour lesquels on ait

flat+m)—f(@)=0.

On dit alors que # = est un mazimé impropre®™) de f().

abgolu® est un ,maximé pour une valeur de z* du texte, et un ,,maximum relatif
est un ,maximé dans un intervalle’ du texte. D’autre part certains auteurs,
surtout de langue all de, appellent imés absolus les imes libres et
mazimés velatifs les mazimés liés [cf. n° $0).

Pour éviter toute confusion il nous a semblé indispensable de rejeter com-
pletement dans vet article I'emploi des deux adjectifs nabsolu® et , relatifs

oJ. & Alembert [Encyclopédie®) 10, Neufchastel 1765, p. 216; Encyclopédie
méthodique, math. 2, Paris et Lige 1785, p. 367] avait déja insisté sur le carac-
tére relatif des maximés et minimés en un point.

11 convient d'observer ici que C. Jordan [Cours d'analyse, (2° éd)) 1, Paris
1893, p. 22] se sert indistinctement des mots wmaximum* et limite supérieure*.
Quand il y & ,;maximé* il dit que ,le maximum ou la limite supérieure* est atteinto.

259) 0. Stole, Grundziige®) 1, p. 199, 211.
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La définition d'un minimé impropre x=a de f(z) s'entend mainte-
nant d’elle-méme. Exemple: la fonction

. oa\?
f(@) = (x sin ?)
au point z = 0.

Lorsque la distinction entre le maximé et le minimé d’'une fonetion
f(x) est inutile, ou impossible, il est commode ™) d'avoir  sa disposition
une locution permettant de les désigner V'un et I'sutre. Nous entendrons
par extremé de f(z) soit le maximé soit le minimé de f(z) et par
eatrémant de f(x) soit le maximant soit le minimant de f(z) et nous
conjuguerons les verbes ,extrémer, maximer, minimer*.*

JLorsqu'une fonction f(z) est extrémée en un point z =a dun
intervalle dans lequel cette fonetion est dérivable (autant de fois qu’il
est nécessaire pour appliquer les critéres dont nous allons parler) on
dit que f(a) est un extrémé ordinaire et que a est un extrémant ordi-
naire®) de f(z). Cest de la détermination des extrémés et extré-
mants ordinaires des fonctions que nous mous occuperons exclusive-
ment; seule cette détermination est en effet soumise 2 des régles géné-
rales®?). 11 ne faudrait toutefois pas croire que d'autres extrémés de
fonctions f(z) ne se rencontrent jamais dans les applications?)*

260) P.du Bois-Heymond [Math. Ann. 15 (1879), p. 565] appelle ,extremum
inter propinquos* les maximés et minimés en un point. Voir aussi H. R. Balizer,
Die Blemente der Math. (6° éd.) 1, Leipzig 1879, p. 219.

261) A. Mayer |Ber. Ges. Lpz. 33 (1881}, math. p. 28] emploie le méme mot
dans un sens quelque peu différent.

262) ,Clest & P. de Fermat [Methodus ad disquizendam maximam et winimam,
(envoyé par lintermédiaire de M. Mersenne & R. Descartes qui tegut cet envoi le
10 janvier 1638); Quvres, éd. I. Tannery et Ch. Henry 1, Paris 1891, p. 133/4;
trad. par P. Tannery, id. 3, Paris 1896, p. 121/2] que L'on doit la premitre régle
qui ait 6t¢ formulée [cf. note 12]. Cette régle suppose que y = f(z) est donnée
explicitement. J. Hudde [Geometrin a Repato Des Cartes, éd. F. van Schooten 1,
Amsterdam 1659, p. 513/5] envisage aussi le cas o0 y est donnée implivitement
par une relation

Riz,y) =0,
ou R est une fonction rationnelle de z et y. Il raméne la recherche des extrémés
de y & celle des racines doubles de I'équation R(x, y) = 0 envisagée comme une
équation en x. J. Hudde simplifie aussi la recherche de ces racines doubles.

Au fond ce procédé revient & I'élimination de y entre les deux équations

N [ N
Bmy =0, 7 BEy=0

Pour plus de détails, voir E. H. Dirksen, Abh. Akad. Berlin 1841, erster Teil,
éd. Berlin 1848, Math. Abh,, p. 105 et suiv. Pour ce qui concerne le procédé
de J. Hudde TGeometria a Renato Des Cartes, éd. F. van Schooten 1, Amsterdam
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Pour qu'une fonction univoque f(z) admettant dans le voisinage
(a—h, &+ k) d'un point @ une dérivée finie f'(x) soit extrémée en
a il faut que f’(a) soit nulle®*).

Cette condition nécessaire nest pas suffisante; mais®™) si, quand
z varie par valeurs croissantes aux environs de a depuis a—h jusquwa
@+ h, la fonetion f(z) s'annule en passant du positif au négatif quand
z traverse a, on peut affirmer?®) que f(a) est un magimé de f(x).

Drailleurs si U'on a simultanément

F@=0 ¢ f(@)<0,
f(a) est nécessairement un maximé de f(z) [méme si f(a) = — ];
de méme si Ton a simultanément
Flay=0 o f(&)>0,

f(a) est nécessairement un minimé de f(z) [méme si [(a) =+ oo}

Ce critbre est en général, mais non toujours, plus facile & appliquer
que le précédent. Il rentre dailleurs comme cas particulier dans le
théorbme suivant®®’):

1669, p. 510/3] dans le cas particulier de 1'équation P, @)y — P,(x) =0, ou P,(x}
et P,(z) sont deux polynomes en z, voir G. Enestrom, Bibl. math. (3) 12 (1911/2),

p. 167/9.*

263) ,E. Pascal [Esercizi e nole critiche ®4), p. 216/22) donne des exemples
d'ext en o de i f(z) admettant en « soit une dérivée infinie [la
possibilité de tels exb és avait été quée par G. F. A. de VHospital,

Analyse des infiniment petits®®), (2° 4d.) Paris 1715, p. 41/2] soit des dérivées
unilatérales distinctes ou encore n'admettant pas en « de dérivée du second
ordre. Ainsi
fl@) = 1-|-a:9 est minimée pour & = 0,
1

er —1 P
f@) = x5 — est minimée pour z = 0,

o1 :
flx) = 1 — ax*+ z*sin = est maximée pour z = 0.*

264) Lorsqu’un point a, 0% f(x) n'est pas dérivable mais admet une dérivée
a droite et une dérivée & gauche, est extrémant de f(2), la dérivée A droite et
la dérivée & gauche de f(x) en a ne peuvent étre du méme signe [cf. O. Stolz,
Grundziige®)) 1, p. 200].

265) A. L. Cauchy, Caleul diff.5¢), p. 63; (Euvres (2) 4, p. 341.

268) Si f(x) n'est pas dérivable en a, mais que les autres conditions du
théoréme subsistent, f(a) est encore un extrémé de f().

267) C. Maclaurin, Treatise of fuxions ) 1, p. 226; 2, p. 695; trad. E. Pezenas
1, p. 1663 2, p. 266. J. L. Lagrange, Misc. Taurinensia 1 (1759), deuxiéme pagi-
nation p. 18; (Euvres 1, Paris 1867, p. 3 [n° 1]
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Si 'on a simultanément
f@=0, fla)=0,...,fe"=%a) =0, fe(a)<0,
on peut affirmer que £(a) est un maximé de £(2) [méme si f27(a) = —o0]
Si Ton a simultanément
F@=0, f@=0,..., [0 =0, [Eu)>0,
on peut affirmer que f{a) est un minimé de f(z) [méme si /(@)= +oco].
8i lon a simultanément
F@=0, a)=0, ..., f0%a)=0, fE~+d(a)20,
on peut affirmer que f(a) n'est pas un extrémé de f(z).
Si foutes les dérivées d'une fonction 7(z) sannulent en un point
a, le critere précédent ne peut servir i discerner %) si o est effective-
ment un extrémant de f(z). 1
JExemple: © =0 est un minimant de la fonction ¢ #; ce n'est
1

pas un extrémant de la fonction xe # 209)*

28, Extrémants d’une fonction de plusiours variables. En-
visageons une fonetion univoque
y =1, 2, .., 7,)
de plusieurs variables z,, 2y, ..., z,, définie dans un domaine déterming ().
8i les valeurs que prend y dans ce domaine (z) admettent une borne
supérieure finie b [ou une borne inférieure finie ] et que cette borne
soib atteinte par y pour un point analytique déterminé (a) du domaine,
on dit que b est le mazimé fou B le minimé] de y dans le domaine ().
On dit que la fonction f(@,, 2,, ..., z,) est mazimée au point ana-
lytique (@) du domaine () ayant pour coordonnées
By=0y, Ty=ty, ..., L, =a,

[ou simplement que cette fonction est mazimée en (a)] lorsqw'on peut

0. Stolz [Grundziige®)) 1, p. 206/8] a étendu ce critére au cas ot, les déri-
vées de f(x) d'ordre < s'annulant simultanément pour z = a, la dérivée f™ (z)
d'ordre » w'est pas dérivable en x — ¢ mais admet en ce point une dérivée 3
droite et une dérivée & gauche de signes contraires (cos dérivées & droite et 4
gauche étant d'ailleurs finies ou infinies). Pour # impair, @ n'est pas un extré-
mant de f(x); pour n pair, f(a) est maximé ou minimé suivant que la dérivée &
droite de f(x) est négative ou positive.

268) Cf. L. Scheeffer, Ber. Ges. Lpz. 8 (1886), math. p. 103; Math. Ann. 35
1890), p. 542,

269) ,Sur les extrémés dos fonctions d'une variable réelle, voir emcare
A. Bindoni, Periodico mat. (Livourne) (3) 2 (1904/5), p.226/9; I Bolletino di mat.
e di sc. fis. natur. Bologna 8 (1909), p. 286/8; 7. Hayaski, Annaes da academia
polytechnica do Porto 4 (1909), p. 229/40.*
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déterminer un nombre positif & tel que l'on ait
flay+hy, ag+hy, ..y @+ b)) — flay, ag, .., a,) <0

pour foutes les valeurs positives ou négatives de hy, by, ..., h, vérifiant
les inégalités ‘
Pl <o Uy <oy [hi<e,
4 l'exception des valeurs simultanées
hy=hg=-- =h,=0.
.On peut alors dire aussi que le point analytique (a) est un mawi-

mant de la fonetion f(z,, #5, ..., z,) et que f(a,, Gy, ..., @,) est une
valewr mazimée de la fonetion f(z, @y, .. ., ,)*

On dit que la fonction f(z,,a,,...,z,) est minimée au point
analytique (@) du domaine () ayant pour coordonnées

By =0y, Ly3=04, ..., T, =0,
[ou simplement que cette fonction est minimee en (a)] lorsqu'on peut
déterminer un nombre positif ¢ tel que lon ait
o+ by, 0+ by, ..., a,+b,) —flay, gy -eey @,) >0
pour toutes les valeurs de hy, hy, ..., k, vérifiant les inégalités
Ihy] <o, |hy|<e, ..., |B,|<é,
4 l'exception des valeurs simultandes
hy=hy=---=h,=0.
.On peut alors dire aussi que le point analytique () est un minimant
de la fonction f(z,,z,,...,2,) et que f(ay,a, ... @,) est une valeur
minimée de la fonction f(w,, @y, ...,z,).*

I est parfois avantageux d'envisager des points analytiques (a)
auxquels on puisse faire correspondre un nombre positif ¢ tel que
Ton ait

flay+hy, -y @ +by) — flay, cr @) K0
pour foutes les valeurs hy, by, ..., h, pour lesquelles on a simultanément
k| <& ..., B, <e,
les valeurs b —=fy =+ =5, =0 exceptées, avec cette restriction
toutefois que, parmi les valeurs hy, hy, ..., 2, telles que
I <n<e ook <n<e

il y en ait toujours, quelque petit que I'on prenne 7, pour lesquelles
Encyclop. des scienc. mathémat. I 1.
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on ait
Flay+hyy ooy ayt ) —flag, .oy a,) =0.

On dit alors que le point analytique (@) est un mazimé émpropre
de f(z). On définit de méme les minimeés impropres de f(x).

Nous appellerons catrémé de f(xy, &3 .- z,) soit le maximé,
soit le minimé de cette fonction et extrémant de f(x) soit le maximant,
goit le minimant de f(z)*

Lorsqu'une fonction f(z;, @y, ..., ,) est extrémée en un point
analytique () d’un domaine dans lequel cette fonction est dérivable
en (a) par rapport & chacune des variables (autant de fois qu'il est
nécessaire pour appliquer les critéres dont nous allons parler), on dit
que f(ay, ay, ..., a,) est un extrémé ordinaire et que (@) est un ex-
trémant ordinaire de f(&,, %, - .-, z,). Clest de la détermination des
extrémants et extrémés ordinaires des fonctions f(z,, @y, . . ., %,) que
nous nous occuperons exclusivement dans cet article.

Pour qu'une fonction univoque f(z, Zs, ..., &,), admettant dans le
voisinage du point analytique (a) des dérivées partielles finies

Ty faw ooor [ips
soit extrémée en (a), il faut que L'on ait 3 la fois*)
fé,(au @y =0, .., fz’,_(“u ay,...,a,)=0.

Supposons que cette conditions soit vérifiée en un point analytique (a).

Si alors?™) la forme homogéne quadratique en hy, kg, ..., b,
Ul = D hbfiie(ar, a0 (Gh=1,2.,m),
G

qui figure [n° 23] dans la formule de Taylor
fla+hy, gt hyy ooy 2+ hy)
N T B A B A AT A T T el A R

est une forme définie positive, on est certain que (a) est un mini-
mant de
(@1, Ty %)

270) Pour n =2, ce théoréme a déja été établi par L. Euler [Cale. diff.?7),
p. 644/58].

271) Ce théordéme est dii & J. L. Lagrange [Misc. Taurinensia 1 (1759), seconde
pagination, p. 18/32, en partic. p. 21/3; (Euvres 1, Paris 1867, p. 1/20, en partic.
p. 7; Fonctions analyt.*®), (1 éd.) p. 194; (Buvres 9, p. 288]. 1L I'a établi d’abord
pour des fonctions de deux variables seulement, puis dans le cas général en
étudiant 1 transformation de la forme quadratique [f,] en une somme de carrés.
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Si [f;] est une forme définie negative, on est certain que (a) est
un mazimant de
f(y, 2oy -5 2,)-

Si [f;] est une forme indéfinie, on est certain que (a) nest pas
un extrémant de
f(xly z‘-‘} frr .7;'").

Dans le cas d'une fonction f(z,y) de deux variables on a donc
a examiner tout d’abord si en chacun des points (a, b), ol

=1 =90

la forme binaire quadratique
Bf7 (a,b) + 2hEf, (a, B) + B}, (a, B)

est définie ou indéfinie.
La condition nécessaire et suffisante pour que cette forme soit
définie positive?™) est que Von ait & la fois

fra,0)>0 et [ (a,)f,,(a,0) —[f,(a, 0 >0.

Pour voir si la forme est définie négative, il suffit d'ailleurs de voir
si la forme égale et de signe contraire est définie positive.

Il peut arriver que [f;] s'annule identiquement en %y, &, . .
Si l'on envisage alors®™) la suite

FANIANEES

272) J. F. Frangais [Ann. math. pures appl. 3 (1812/8), p. 132/7] insiste sur
ce que ces conditions ne sont pas nécessaires pour que (a, b) soit un extrémant
de la fonction f(z, ¥); il peut D'étre quand bien méme on nurait

(@, b) fpy(a. b) — [f7,(a, O)]" = 0.

Dans le cas oit n>>2, la discussion est analogue; voir G. Peano dans
A. Genocchi, Calcolo diff.?'®), p. 198/9.

213) Voir J. L. Lagrange [Fonctions analyt.?®), (1% éd.) p. 196; (Euvres 9,
p- 290] et A. E. Cauchy {Calcal diff.5%), p. 234; (Euvres (2) 4, p. 543].

On doit & . Peano [dans A. Genocchi, Caleolo diff.!%), p. 188, 189, 197] la
premiére d tration rig et plete de ce théordme. L.Scheeffer [Math.
Ann. 35 (1890), p. 657) & présenté ensuite cette démonstration sous une forme
un peu plug concise.

Voir aussi C. Jordan [Cours d’analyse, (3° éd.) Paris 1909, p. 381/8|. 4. Mayer
[Ber. Ges. Lpz. 41 (1889), math. p. 127/8] a étendu cette démonstration aux fome-
tions implicites de plusieurs variables.

.Voir aussi une remarque de W. Zajaczkowshi [Rocznik towarzystwa nauko-
wego z Universytetem Krakowskim poladzonego (Cracovie) (3) 12 (1867), p. 1/8];
cette remarque est analysée Dull. sc. math. (1) 11 (1876), p. 269; elle concerne
les caractdres qui permettent de distinguer pratiquement entre les maximés et
les miniméa.*

h,.

LY
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des formes homogénes cubiques, biquadratiques, ... cf si [f,] est la
premiére des formes de cette suite qui ne s'annule pas identiquement
en hy, hy, ..., b, la fonction f(z,, a,, ..., z,) ne sera ni maximée, ni
minimée en () quard w est émpair. Si, au contraire, u est pair et
si la forme [f,] est définie positive la fonction f(z, 3, ..., z,) sera
minimée en (a); si p est pair et si la forme [f,] est définie négative, la
fonction f(z,, &y, .. ., &,) sera maximée en (a); si enfin p est pair et
que la forme [f,] soit indéfinie, la fonction f(z, , ..., #,) ne sera
ni maximée, ni minimée en (a).

29. Recherches de Peano, Scheeffer, Stolz et von Dantscher.
On dit qu'une forme binaire quadratique

ah® + 280k + yIi?

est semi-définie¥™) lorsque cette forme s’annule pour certaines valeurs
de h et k autres que & =% = O et conserve l¢ méme signe pour toutes
les autres. J.D. Gergonne®™) a le premier appelé I'attention sur ces
formes quadratiques singulieres qu'on avait d’ailleurs déja rencontrées,
mais sans §'y arréter, dans l'étude analytique des surfaces. Pendant
longtemps, on ne g'était pas rendu compte du réle important que la
forme semi-définie
(£l = Bf.(a, B) + 2REf, (@, B) + S, (a, B)

joue dans la théorie des extrémés.
Lorsque, dans la formule de Taylor

Fla+hb4E) — (0, 5) =[]+ HIA + 6] + LA + B,

[f,) est nulle et [f;] semi-définie, on croyait pouvoir démontrer?)
que si, pour les valeurs de A et de % qui annulent {£,], la forme
cubique {f;] s'annule aussi, mais que si, pour ces mémes valeurs,
la forme biquadratique [f,] conserve son signe, f(a, b) est un
maximé ou un minimé de f(z, y) suivant que ce signe est négatif
ou positif.

G. Peano™) a donné un exemple du contraire et a signalé la
cause de Verreur que l'on avait commise. La fonction envisagée par

274) .. Scheeffer [Math. Ann. 35 (1890), p. 555 (mém. posth. 1885)].

275) Ann. math. pures appl. 20 (1829/30), p. 331.

276) ,J. A. Serret, Caleul diff.'*%), (5° éd.) 1, p. 2193 J. Bertrand, Traité de
caleul différentiel et de calcul intégral 1, Paris 1864, p. 504; I. Todhunter, A
treatise on the diff. calculus, (4° éd.) Cambridge et Londres 1864, p. 229.*

277) G. Peano dans A. Genocchi, Caleolo diff.’'%), annotazioni, p. XXIX.
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G. Peano est
fl@,y) = (y*—2p2) (" —2¢2) o2 p>q>0

pour a =b=0 on a

(] = 8pqh?,

[A1=— 12+ )b - 1,

17 = 247
la forme [f,] est semi-définie; pour k=0, [f,] et [f,] annulent, [£,]
est positif; et cependant f(0,0) = 0 n'est pas un minimé de f(z,y)
puisque, en remplagant y* par 2lz, od ! est un nombre quelconque
vérifiant la double inégalité

p>1>yg,

la fonetion flz, y) se réduit &

4(0—p (-9
et que cette expression est négative quel que soit x.

On voit donc déja que pour discerner les extrémés d’une fonetion
il faut parfois suivre une voie différente de celle qui avait été pendant
assez longtemps la voie classique.

C'est d’ailleurs par des considérations tout autres que L. Scheeffer
a réalisé un progres dans la recherche des extrémés des fonctions de
deux variables.

Dans des recherches concernant le calcul des variations [ef. I1 31, 8
et 20], L. Scheeffer a ét6 amené 3 approfondir la théorie des extrémés.
On lui doit un théoréme qui met en pleine lumidre I'impossibilité,
quand on envisage séparément les termes successifs [£,], [£3], [fols -+ -+
du développement d'une fonction par la formule de Taylor dans le
voiginage d’un point (a, b), de discerner toujours si ce point est, ou
non, un extrémant de la fonction.

Supposons, en effet, que I'on puisse déterminer un entier » et des
nombres positifs @ et & tels que, la fonetion f(x, %) étant représentée,
dans le voisinage du point (0, 0), par la formule de Maclaurin

1, ) = 10, 0) = (A} + Al + -+ =g [l + B,
et r étant un nombre guelconque positif < &, la valeur absolue du
polynome

Foala ) = 10,0 + £+ (Al 4+ 4 - i Thsd]

soit plus grande que ar’~', en chacun des points de la circonférence
du cercle de rayon s déerit du point (0, 0) comme centre. Sous cette
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hypothése, L. Scheeffer™) a démontré que, ou bien les deux fonctions
F(z,y) et F,_,(z,y) ont toutes deux un extrémé au point (0, 0), ou bien
ni Pune ni lautre de ces deux fonctions n'a d’extrémé au point (0, 0).
11 s'agit donc de discerner les extrémés des polynomes F,_(z ).

Lorsque le polynome F,_,(z,y) est homogéne, la détermination
des extrémés de f(, y) est ainsi ramende & un probleme dant la solution
et relativement simple?®). Lorsque F,_(z, y) n'est pas homogéne
cette détermination est moins aisée; on parvient alors au résultat par
un procédé calqué sur celui dont V. A. Puiseur a fait usage dans ses
recherches sur les points singuliers d'une fonction algébrique, procédé
qui ne nécessite jamais qu'un nombre fini d'opérations, 4 moins que
le polynome F,_,(z,y) ne contienne un facteur double®?) dépendant
de @ et y, et s'annulant pour z =y = 0, facteur double qui, égalé
& zéro, définit une courbe double réelle passant par le point z — 0,
y=0.

L. Scheeffer®™") attribuait Iimperfection des anciennes théories sur
les extrémés des fonctions de deux variables, en particulier Fimper-
fection des procédés indiqués par J. L. Lagrange™), & ce que, pour
discerner si un point (a, b) pour lequel

[(a,b)=0, f(a,b)=0

est un extrémant de la fonction f(z, y), on se contentait de rechercher
si la fonction
o(0) = f(a +¢cose, b+esine)

de la seule variable o est extrémée pour chaque valeur de « fixée
arbitrairement parmi celles qui satisfont & Vinégalité®*)

0L e <.

278) Der. Ges. Lpz. 38 (1886), math. p. 117; Math. Ann. 36 (1890), p. 664.

Voir aussi 0. Stolz, Grundziige®") 1, p. 217/21. O.Stolz a étendu aux fonc-
tions de n variables le théoréme démontré par L. Scheeffer pour les fonctions de
deux variables seulement [Sitzgsb. Akad. Wien 99 II* (1890), p.499; Grundzige )
1, p. 237).

279) Cf. L. Scheeffer, Math. Ann. 35 (1890), p. 566.

280) L. Scheeffer, id. p. 572; Voir aussi C. Jordan, Cours d'Analyse, (3*€d.) 1,
Paris 1909, p. 386.

281) Math. Ann. 35 (1890), p. 536, ,V.P. Ermakov [Mat. Sbornik (recueil
Soc. math. Moscou) 16 (1891;3), p. 411/36] donne un critére permettant de distinguer
les maximés des minimés.*

282) Fonctions snalyt.®), (1™ éd.) p. 188; (Euvres 9, p. 280.

283) L. Scheeffer estimait que I'exemple donné par G. Peano confirmait sa
fagon de voir; dans cet exemple @(g) est en effet minimée pour ¢ = 0 quel que
s0it o et cependant f(z,y) n'est pas minimée pour x =y =0.
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('est, au contraire, en faisant usage de cette méthode de réduc-
tion & des fonctions d’un nombre moindre de variables que O. Stolz™)
a pu étendre aux fonctions de plus de deux variables le théortme
de L. Scheeffer ramenant la détermination des extrémés d'une fonction
f(z, y) développée par la formule de Taylor & celle des extrémés
d'un polynome en z et y.

Déja dans le cas de fonctions de trois variables la méthode em-
ployée par O.Stolz pour discerner effectivement les extrémés d'une
fonction donnée est extrémement compliquée.

Les recherches de V. wvon Dantscher ont un caractére tout & fait
distinet des précédentes. V.von Dantscher®™) a montré que les raisons
invoquées par L. Scheeffer pour rejeter le procédé de J. L. Lagrange
ne portent pas. Cela provient de ce que L.Scheeffer ne tenait pas
compte de l'intervalle dens lequel, sur chacune des droites envisagées
menées par le point (a, b), la fonction f(z, y) a des valeurs plus
grandes ou plus petites que f(a, b).

Supposons que pour une valeur déterminée de « on ait

f(a+gcose, b+ osine) —f(a,b) >0
pour chaque valeur de g vérifiant les indgalités
=P <0 <

ot p, et ¢, sont des mombres positifs déterminés qui dépendent en
général de «. Désignons par 7, le plus petit des deux nombres positifs
Pay 4o €6 par » la borne inférieure des nombres positifs r, quand e
varie de 0 & 7. V. wvon Dantscher™) a démontré que si 7 est un
nombre positif, la fonction f(x,y) admet un minimé au point (a, b);
si r est nul, f(z,y) n'admet pas d'extrémé en (a, b). Le théoréme
concernant le maximé de f(z, y) ne differe de celui que l'on vient
d’énoncer qu'en ce que le signe > est remplacé par le signe < et que

les deux mots ,maximé“ et ,minimé“ sont intervertis.

L. Scheeffer avait aussi montré sur un autre exemple qu'en un point z=a,
y = b une fonction f(x, 4) de deux variables indépendantes peut n'étre pas minimée,
quoiqu’étant minimée en ce point lorsqu'on l'envisage comme une fonction d'une
seule variable sur une quelconque des courbes algébriques passant par ce point.
.Si an contraire elle est minimée sur toutes les courbes continues passant par
ce point, elle est certainement minimée en ce point [G. Vivanti, Atti R. Accad.
Lincei Rendic. (5) 71 (1898), p. 240/1].*

284) 0. Stolz, Sitzgsb. Akad. Wien 99 II* (1890), p. 496; id, 100 II* (1891),
p. 11675 id. 102 1I* (1893), p. 85.
Voir aussi 0. Stols, Grundziige®?) 1, p. 239/40,
285) Math. Ann. 42 (1893), p. 89/90.
286) Id- p. 91.
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Lorsque la fonction envisagée dépend de deuz variables seulement,
V.von Dantscher®') indique un procédé permettant de reconnaitre (sauf
dans un cas exceptionnel qui correspond & celui déja signalé lorsquon
applique le procédé de L. Scheeffer) si un point donné est effectivement
un extrémant de la fonction. Il suffit, pour cela, d’effectuer une suite
dopérations détermindes qui, dans le eas d'un extrémant de la fonction,
sont en nombre fini, tandis qu'elle forment une suite infinie dans le
cas contraire.

On ne semble pas jusqu'ici avoir obtenu de critére analogue con-
cernant les fonctions de plus de deux variables.

Toutefois oJ. Liroth®*) complete les résultats précédents par
ses recherches sur les extrémés des fonctions de deux on trois va-
riables. Sa méthode peut, dans certains cas, étre généralisée pour »
variables.

80. Extrémés liés. Lorsque les varisbles a,, 4y, ..., #, dont
dépend la fonetion f(, %, ...,,) sont liées par des équations de
condition

9=0,9,=0, .., 9,=0 (x<wn

que Von supposera distinetes, on peut transformer f(z,, a, ..., z,), au
moyen de ces équations de condition, en une fonction de n— x variables
indépendantes et chercher ensuite les extrémés de cette fonetion trans-
formée. Mais cette méthode est d'une application difficile; les caleuls
4 effectuer sont méme parfois dés le début inextricables; aussi y
at-il presque toujours avantage & appliquer une autre méthode, due
a J. L. Lagrange®®), 4 laquelle on a donné le nom de methode des multi-
plicateurs.

J. L. Lagrange a montré que les extrémants de la fonction
envisagée [(x,, &y, ..., #,) sont nécessairement compris parmi les
points analytiques dont les coordonnées gy, ds,.. ., a, vérifient les »
équations obtenues en éliminant les inconnues auxiliaires (multipli-
cateurs)

Ay dgy oy Ay

287) Math. Ann. 42 (1893), p. 108; 51 (1899), p. 227.

288) ,Sitagsh. Akad. Miinchen 86 (1906), p 405/13. Sur les extrémés de
fonctions de plusieurs variables voir encore U. Searpis, Supplemento al Periodico
mat. (Livourne) 7 (1904/5), p. 81/3; G.A. Bliss, The Amer. math. Monthly 14
(1907), p. 47/9 (Texte et note de M. Lecat).*

289) J. L. Lagrange, Fonctions analyt.®®), (1% éd.) p. 197; (uvres 9, p. 291;
Mécanique analytique, (2° éd.) 1, Paris 1811, p. 74; (3° éd.), publ. par J. Bertrmld
1, Paris 1863, p. 69; Buvres 11, Paris 1888, p. 77.
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entre les n + % équations
) +;13W1 ,g;'+ +I.XZZ”-—0 (=12 ..,m),
() @, (@, @y ..., 2,) =0 (r=1,2,...,%).

A. L. Cauchy®) a fait observer que, la fonction f(z;, @y, . .., x,)
pouvant étre permutée avee chacune des fonctions ¢ (2, ,, .. ., x,)
sans que le résultat de I'élimination de A, 4y, ..., 4, entre les n
équations (e) soit modifié, il doit toujours exister une réciprocits entre
les extrémés liés de chacune des x + 1 fonctions f, ¢y, @y, ..., @,
la liaison étant chaque fois définie en égalant A zéro les x autres
fonctions. On avait souvent remarqué cette réeiprocité dans l'étude
de problémes déterminés particuliérement simples, entre autres dans le
probleme des isopérimétres [cf. II 81]; mais c'est & A. Mayer®) que
T'on doit d'avoir précisé cette notion.

Plagons-nous dans le cas général on (n + 1) variables

Yy Ty Lgy ooy X,

sont liées par (x + 1) relations*)
90=0, ¢,=0,..,9,=0 (x <m).

Supposons que P'on puisse vérifier identiquement ces (x 4 1) relations
en y remplagant y, x,, @, ..., , par des fonctions de h para-
métres (b > 1)
¥ = Fo(@ g - D)y
=F(g G @) B=F(@1s Gar - )y s Za=Folt, @65 - ),

et qu'en résolvant par rapport a g, 'équation

=Fy(a, 8- 1)
on obtienne la relation

=¥ @0y D)

Le théoreme de réeiprocité précisé par A. Mayer consiste alors en

290) Calcul diff.*¢), p. 252; (Euvres (2) 4, p. 564.

+A. L. Cauchy |C. R. Acad. sc. Paris 24 (1847), p. 7568; Guvres (1) 10,
Paris 1897, p. 286] dit conditionnel au lieu de lié; J. Hadamard [Legons sur le
calcul des variations 1, Parig 1910, (cours professé au Collége de France en 1908),
préface] dit extremum lic*

291) Ber. Ges. Lpz. 41 (1889), math. p. 313/1,

292) La iere de ces relati n'est pas né i de la forme

Y — @@y 2) = 0
et les & dernitres peuvent dépendre de y auesi bien que de x,, z,, ..., z,.
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ce que, si
Yo = Fo(t10) G0 - +» ao)
est un extrémé de

y=Ty(1, %, - 0
alors

L, 1o = %o (Yos Ba0; -+ -» Tao)
gera un extrémé de

@ =% G- B

On ne peut appliquer la méthode de L. Scheeffer & I'étude des
extrémés liés qu'en reprenant dans chaque cas qui se présente tous les
calculs, et ces calculs sont généralement assez longs.

Dans divers mémoires, 4. Mayer®®) a cherché a déterminer des
cas étendus dans lesquels, comme dans celui des extrémants des formes
semi-définies, il est nécessaire, pour déterminer si un poiut analytique
(ay, a, - .., @,) est ou non un extrémant li¢ d'une fonetion

F(@, T3y o &)y
denvisager les termes du développement de la fonetion
flog+ ey agt+ by, -y @yt hy)

qui sont de dimension supérieure & la seconde en hy, kg, ..., h,. i

montre comment on peut former ces termes et comment on peut
g'en servir pour obtenir effectivement les extrémés liés de la fonction

f(z,, g, . .., @,). 1 admet & cet effet quune fonction
flay, @ -y @)
est certainement extrémée quand on se déplace sur foules les courbes
@ = a,+ ta{® + t2a® £ ... - (i=12,...,n)

passant par le point (a,, a,, ..., a,). Cette proposition n'est cepen-
dant pas évidente et elle aurait besoin d'étre légitimée davantage qu'il
ne le fait.

Les recherches sur les extrémés des fonctions de plusieurs variables
montrent combien il serait important de pouvoir reconnaitre, dans
tous les cas, si une forme donnée est définie, semi-définie, ou indéfinie,

Pour les formes quadratiques d'un nombre n de variables le pro-
bleme a été résolu et le eritére auquel on est parvenu est élégant et

293) Ber. Ges. Lpz. 41 (1889), math. p. 128, On y trouve I'énoncé du théoréme
de L. Scheeffer étendu sux extrémés conditionnés.

Voir sussi Ber. Ges. Lpz. 44 (1892), math. p. 54/85. Voir déja les remarques
[Ber. Ges. Lpz. 33 (1881), math. p. 42] sur un cas déja cité par A. L. Cauchy
ou les conditions nécessaires pour qu'il y ait un extrémé lié sont vérifides pour
une infinité de systémes de valeurs des variables, formant une ariété continue
[cf. S Spitzer, Archiv Math. Phys. (1) 22 (1864), p. 187].
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d'une application facile, non seulement dans le cas ol les variables
sont indépendantes, mais méme dans celui od elles sont lides par des
relations linéaires données; ¢'est 1a transformation®), par des substitutions
linéaires, des formes quadratiques quelconques de A, ks, ... en formes
du type
A X+ 4L XP
ne contenant que des carrés d’un nombre limité de fonections
X, X, -

linéaires et homogenes en by, by, ..., qui a permis d’énoncer ce critére,
et clest parce que les coefficients 4,, 4, ... s'expriment aisément au
moyen des coefficients de la forme quadratique envisagée qu'il est
d'une application facile.

Pour les formes de dimension plus grande que 2, le probleme

est au contraire bien loin d’étre résolu, et lorsque ces formes dépen-
dent d’un nombre quelconque de variables, on peut méme dire que,

294) La partie essenticlle de ce critére se trouve déja daus J. L. Lagrange
{Misc. Taurinensia 1 (1759), seconde pagination p. 20/3; Fonctions analyt.*?),
(17 éd.) p. 194/6; Quvres 9, p. 288/91] et dans A. L. Cauchy [Caleul diff.*%), p. 246;
Euvres (2) 4, p. 654].

J. J. Sylvester V'a étendu au cas de n variables [London Edinb. Dublin
philos. mag. (4) 4 (1852), p. 138/42; Philos. Trans. London 143 (1868), p. 480;
Papers 1, Cambridge 1904, p. 378/81, 511]. On trouvera une démonstration de
la formule de J. J. Sylvester dens B. Williamson, Quart. J. pure appl. math. 12
(1873), p. 48/51.

F. Brioschi [Ann, mat. pura appl. (1) 2 (1859), p. 61/4; Opera 2, Milan 1902,
p. 7/10] a exposé d'mne fagon trds simple la marche suivie par F.J. Richelot
{Astron. Nachr. (Altona) 48 (1858), p. 273]. De méme, 0. Stolz [Sitzungsb. Akad.
Wien 58 11 (1868), p. 1063; Grundaiige®!) 1, p. 248/53] qui met en évidence que
Ton peut faire dépendre la recherche du caractire défini ou semi-défini d'une
forme .

Flty, Byy ooy @) = @y 87 20352, By A+ -t BTy
de celle des extrémés de cette forme sous la condition

o4 2t F =1
La condition nécessaire et suffisante pour que £z, Ty, ..., &,) soit définie positive
est que les racines de l'équation en 1
a —*

D=|a,

Gy
soient toutes positives.
La condition nécessaire et suffisanto pour que f(z,, 2, ..., &,) 80it semi-
définie positive est que la plus petite racine de I’équation D =0 soit nulle.
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quoique déja nettement posé par J. L. Lagrange®®), il a été, jusqu'en
ces dernitres années, & peine abordé.

On sait seulement

1°) que toute forme binaire positive (définie ou semi-définie) d'un
nombre quelconque de variables peut toujours &tre transformée en une
somme de deur carrés de formes réelles®*); ’

2°) que toute forme ternaire positive (définie ou semi-définie) peut
étre transformée en une somme de trois carrés de forme réelle,

Mais on sait aussi*") que parmi les formes positives (définies ou
semi-définies) quaternaires, ou plus généralement de dimension paire
2v, il y en a toujours quon ne saurait représenter par la somme
d’un nombre fini de carrés de formes réelles.

Dans ce méme ordre d’idées, D. Hilbert®®) a aussi moniré que
toute forme ternaire positive de # variables (définie ou semi-définie)
peut &tre représentée par le quotient de deux sommes de carrés de
formes réelles.

31. Dérivation d’ordre # d’une foncti de foncti Ch
ment de variables. Les opérations relatives au changement de variables
constituent une des questions les plus importantes du caleul différentiel.

Nous avons déja [n® 6] envisagé le cas le plus simple ou une

fonetion
y=F(a)
de la variable z se transforme par la substitution
) z=g(0)
en une fonction
Flp®)] =r£®)

de la nouvelle variable . Nous avons ainsi obtenu, sous les conditions
énoncées au n° 6, la régle de la dérivation des fonctions de fonctions
qu'exprime la relation

@) =9'(t)- F'(2).

De méme lexistence des dérivées secondes de F(z) prises par
rapport & z et de ¢(Z) prises par rapport & ¢ entraine Pexistence d'une
dérivée seconde de f(f) prise par rapport a ¢ et 'on a, en désignant
ces dérivées secondes respectivement par F"(z), ¢”'(f) et (%), la

295) Fonctions analyt.®), (17 éd.) p. 196; (Euvres 9, p. 290,

296) Voir & ce sujet D. Hilbert, Math. Ann. 32 (1888), p. 842,

297) D. Hilbert, Math. Ann. 33 (1888), p. 344. H. Minkowski [Diss. Konigs-
berg 1885] avait déja admis ce fait comme probable.

298) Acta math. 17 (1893), p. 169/97 [1892].
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relation
DAF[pO] = f"(t) = 9" F' (&) + ¢* () F"(2),
qui fournit la régle de dérivation seconde des fonctions de fonetions.

Cette relation se déduit aisément de la précédente en appliquant
aux dérivées premidres qui y figurent la régle de la dérivation des
fonctions de fonctions.

On peut continuer ainsi et établir successivement sous I'hypo-
these de existence de dérivées d’ordre u de la fonction F(z) prises
par rapport & x et de dérivées d’ordre » de la fonction ¢ () prises par
rapport & ¢, des relations permettant d’exprimer les dérivées successives

7@, Y@, - 100
au moyen des dérivées
F(z), F'(z), ..., FO(z);

LU MO U]
ces expressions fournissent successivement la régle de dérivation troi-
siéme, quatritme, ... des fonctions de fonetions. Il est vrai que

Ton n'apergoit pas ainsi la loi générale, mais on voit toutefois aisé-
ment que f”(f) est de la forme
W OO = AOF @) + AOT @)+ A0FO),
ol 4,0, 4™, ..., 4,0 sont des fonctions de ¢'(8), 9" (f), ..., g™(Z).

J. L. Lagrange*®) a observé que dans cette expression (1) la re-
cherche des coefficients

A0, 40, ., A0

revient & celle des coefficients de ;}:: dans le développement de f(¢-+ k)
suivant les puissances croissantes de h, et que pour obtenir ce déve-
loppement il suffit de développer Flo(t+ k)] est-d-dire

Flo®+1o®+),
expression qui est de la forme
Fla+pt+p+ ... ).
On voit d'ailleurs immédiatement que les expressions de
A, A, L, 4,0
sont indépendantes de la forme particulitre de la fonetion envisagée

F(z). Pour déterminer 4,™, 4™, ... A™ on est ainsi amené &
spéeialiser F(x).

299) Nouv. Mém. Acad. Berlin 3 (1772), éd. 1774, p. 209; @uvres 3, Paris
1869, p. 465. Cf. S. F. Lacroix, Caleul diff.%%), (2. éd) 1, p. 325/6.
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En prenant
F(z) =,

E. R. E. Hoppe™) a, le premier, obtenu une formule
oy 1) (g — 1
XA =2(_ 1y +#an ’MTI(% D)(a)
v=1

qui indique la solution du probleme dans le cas général; mais cette
formule est longue & écrire explicitement et elle est assez compliquée.

Elle est d’ailleurs entitrement équivalente & celle donnée ensuite
par Ubbo H. Meyer®)

AP = (DP[p(t+ 1) — )] }ao-

Le procédé de E. R. E. Hoppe et celui de Ubbo H. Meyer reviennent
tous deux & appliquer le développement de Taylor.

E. Hess¥®) a obtenu des expressions équivalentes & celles de R. Hoppe
ot de Ubbo H. Meyer en résolvant les » équations éerites en prenant
successivement, dans la relation (1), pour F(x), les » fonctions parti-
culiéres

z, 2% ..., 2"
11 applique & cet effet 1a théorie des déterminants. On peut aussi con-
sulter & cet égard J. C. Glashan®®).

F. Mertens™) étend le méme procédé su cas des fonctions de
plusieurs variables.

E. Cesaro™®) donne une expression des 4,™, qui s'applique méme
aux fonctions dérivables non développables par la formule de Taylor.

F. Fai di Bruno™®) suppose F(z) et p(t) développables en séries
de Taylor. En écrivant que, dans le développement de f(¢+ k) suivant

les puissances de h, le coefficient de B oest f™(f), il obtient la formule

n!
qui porte son nom

o) = gn! Ft)(z) [ Z a,z";;xl'. il (21("0) (W; z(t))ﬁ' a (?(:z@ )q’

300) Theorie der hiheren Differentialquotienten, Leipzig 1845, p. 38, 73; voir
aussi Math, Ann. 4 (1871), p. 86; J. reine angew. Math. 38 (1846), p. 8.

301) Archiv Math. Phys. (1) 9 (1847), p. 96/100.

309) Z. Math. Phys. 17 (1872), p. 1.

308) Amer. J. math. B (1880), p. 190/1.

304) Rozprawy i sprawozdania Akademii Umiej
czno-przyrodoiezy (Cracovie) (1) 20 (1890), p. 267/7L.

305) Nouv. Ann. math. (3) 4 (1886), p. 41/65.

306) Ann. sc. mat. fis. 6 (1856), p. 479/80. ,Voir encore A. de Presle, Bull.
Soc. math. France 16 (1887/8), p. 157/62.*

i, wydsial
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od, pour chacun des » indices , la somme qui figure entre crochets
est étendue & tous les systémes dentiers positifs ou muls i, 4, ..., %,
pour lesquels on a & la fois

Wt Gttt =,

o+ g4 -+ i, =mn.

W. F. Meyer™") insiste sur le caractére algébrique de la formule
de F. Fag di Bruno. Pour obtenir l'expression générale de la dérivée
nitme d'une fonetion f(f) par rapport & une variable z liée & f par une
relation donnée

z = o),
il suffit dexprimer F®(z) en fonction des dérivées de f(¢) et de @(f)
prises par rapport & ¢, car on a manifestement
da* (@t a"F(p@
oy = Tas ) = PO,
Lexpression explicite de F®)(z) au moyen des dérivées de f(t) et de
@(f) a 6té indiquée par O. Schlomilch®®) sous la forme

n—1

F0() = 0y of'0) + "7 ol O + ST Vo)
ol

_ m-1) K s _lpe-9 A
Gnt lD" [¢(¢+h)—¢(t)]"h:o -3 1D” [‘7(‘+h)_w(t>]n}b=0’
_lp»-9 LA
e I

G. Steinbrinck®®) a observé que la détermination des coefficients
de Vexpression de F()(z) en fonction lindaire de 7°(8), /”(#), f(®), ..-
nlest pas, comme D'avait cru 0. Schlimilch®), un probleme distinet de
celui des coefficients 4, dans expression (1). Les deux problemes
de la dérivation d'ordre quelconque d’une fonction composée et du
changement de variable coincident. Par exemple la solution d'un de
ces problemes en prenant F'(z) = log,z coincide avee celle de I'antre
probleme en prenant F(z) = €.

Aprés que R. Gitting®') et donné explicitement une expression
de la dérivée ni*™ prise par rapport & %,

Dp()

307) Math, Ann. 86 (1890), p. 435, 458; Monatsh. Math. Phys. 1 (1890), p. 33.

308) Ber. Ges. Lpz. 9 (1857), math. p. 163/80; Z. Math. Phys. 3 (1858), p. 65/180;
Compendium der htheren Analysis, (2° éd.) 2, Brunswick 1866, p. 16.

309) Dise. Berlin (s. d) [1876], p. 2.

310) Ber. Ges. Lpz. 9 (1857), math. p. 163/80; réimp. Z. Math. Phys. 8
(1858), p. 65/80.

311) Math. Ann. 8 (1871), p. 276.
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d’'une puissance entidre quelconque #”, expression dans laquelle ne
figurent que des puissances de et de dérivées de z prises par rapport
4 ¢, R. Most™®) introduisit Vexpression de la dérivée #i*me prise par
rapport & ¢, F)(z), au moyen de l'intégrale de Cauchy. Il réalisa
ainsi un grand progrés dans cet ordre de recherches.

Une conséquence de cette idée de R. Most fut I'extension du pro-
bleme 2 des dérivées de fonctions

F(zy, @y, ..., z,)

d’un nombre quelconque de variables z,, 2, ..., #,, elles-mémes fonc-
tions d'une méme variable #. ,Cette extension amena R. Most®3) a
rechercher pour deux variables, et F. Gomes Teizeira®t) pour un
nombre quelconque de variables, expression des dérivées doxdre quel-
conque des fonctions composées.

Supposons que la fonetion

Flay, 2, 2,)

se transforme par la substitution

=) =90, ..., z,= @,(t)

en
Flay, @, .y ) = F).
F. Gomes Teizeira a montré que l'on a
1 —/("'(t) “‘ O F(®y, Xy, - . -, X, o Xw
ol
dz, 1 gdrz NS 1 (dBr N7 5 .
S L L CH et

1y 73y .-, ¥, sonb pour chaque indice m tous les nombres 1,2, ...
tels que
fitrgt-odr,=m,
et o, iy ¥15 -5 O, Py, Vs .. somb tous les nombres 1,2, 3, ...
tels que
o+ ftyt=ry, et oo+ 28 +3p+---=h,
a;+ﬁ,+72+u.=r2, et 0(3+2ﬁg+372 .. -hi’

by, hg, N eira.ut tous les nombres 1, 2 tels que lon ait
b+ byt = "
312) Math. Ann. 4 (1871), p. 502.

313) Id. p. 504.
814) ,Giorn. mat. (1) 18 (1880), p. 301/7.*
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Camille JORDAN
* (2 Cours d’Analyse de I’Ecole Polytechnique
(3 tomes)

® Trait¢ des itutions el des é

Stephen C. KLEENE

* Logique mathématique
Joseph-Louis LAGRANGE
* Mécanique analytique

Trajan LALESCO

* La géométrie du triangle

Henri LEBESGUE

* Lecons sur intégration et la recherche
des fonctions primitives

* Les coniques

® Lecons sur les constructions géométriques

C. LEBOSSE & C. HEMERY
* G strie (classe de M i

Tullio LEVI-CIVITA
* Caractéristiques des systémes di
ef propagation des ondes

Alexandre LIAPOUNOFF
* Probléme général de la stabilité du mouvement

André LICHNEROWICZ

* Eléments de calcul tensoriel

Ernst LINDELOF

* Le calcul des résidus et ses applications
a la théorie des fonctions

Edouard LUCAS

* O Théorie des nombres

Ernst MACH
* La Mécanique

James Clerk MAXWELL
© Traité d’Electricité et de Magnétisme (2 tomes)

© = (Oblong®

Emile MEYERSON
* La déduction relativiste
Gaspard MONGE

o Géométrie descriptive
® Feuilles d’analyse appliquée a la géométrie

John yon NEUMANN
e Les érnatic de lu
quantique

Isaac NEWTON
® Principes mathématiques de la philosophie
naturelle (2 tomes)

Julius PETERSEN
® Méthodes el théories pour la résolution
des problémes de constructions géometriques

Emile PICARD

® O Traité d’Analyse (3 tomes)

® Lecons sur quelques types simples d’équations
aux dérivées partielfes

» Legons sur quelques équations fonctionnelles

® Legons sur quelques problemes aux limites

de la théorie des équations différentielles

* Quelques applications analytiques de la théorie
des courbes et des surfaces algébriques

Johann Christian POGGENDORFF
® Histoire de la physique

Henri POINCARE

& Caleu! des probabilités

* La Mécanique nouvelle (Théorie de la Relativité)
* Théorie du potentiel newtonien

® Théorie des tourbillons

© Figures d’équilibre d’une masse fluide

« Electricité et Oprique

* Théorie marhématique de la lumiére

George POLYA

* Comment poser et résoudre un probléme
Alfred RENY]
® Calcul des probabilités

Bernhard RIEMANN

* (Euvres mathématiques

F. RIESZ & B. SZ.-NAGY
» Legons d’analyse fonctionnelle

Erwin SCHRODINGER
o Mémos

sur la Me

Joseph-Alfred SERRET

* Cours d’Algébre supérieure (2 tomes)

Paul TANNERY

® Pour histoire de la science helléne

* La géométrie grecque

Francois-Félix TISSERAND

* Traité de Mécanique céleste suivi de

Legons sur la détermination des orbites (4 tomes)
Georges VALIRON

 Equations fonctionnelles - A

Vito VOLTERRA
® Legons sur la théorie mathématique
de la lutte pour la vie
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Niels Henrik ABEL

* (Euvres complétes (2 tomes)

suivies de :

— Niels Henrik Abel - Tableau de sa vie

et de son action scientifique par C.-A. BIERKNES

Jean D’ALEMBERT
* Traité de dynamique

André-Marie AMPERE
® Théorie mathématique des phénoménes
électro-dynamiques

Paul APPELL
® Traité de Mécanique rationnelle (5 tomes)

Paul BARBARIN
* La Géométrie non euclidienne

Ludwig BOLTZMANN
® Lecons sur la théorie des gaz

Emile BOREL
® Legons sur les séries divergentes

Emile BOREL & André CHERON
* O Théorie mathématique du bridge a la portée
de tous
suivie de :
~ Applications de la théorie des probabilités aux
Jjeux de hasard, par Emile BOREL & Jean VILLE
~ Valeur pratique et philosophie des probabilités
par Emile BOREL

Pierre BOUTROUX
* L’idéal scientifique des mathématiciens

Léon BRILLOUIN

® Les tenseurs en mécanique et en élasticité
® La science et la théorie de 'information
Louis de BROGLIE

¢ Ondes et mouvements

Georg CANTOR
® Sur les fondements de la théorie des ensembles
transfinis

Sadi CARNOT
® Réflexions sur la puissance motrice du feu

Elie CARTAN

* Lecons sur la géométrie des espaces de Riemann

* Lecons sur la géométrie projective complexe

® Legons sur la théorie des espaces d connexion projective
* La théorie des groupes finis et continus et la géométrie
différentielle, traitées par la méthode du repére mobile

Augustin-Louis CAUCHY
* Analyse algébrique

Michel CHASLES

* Apercu historique sur I’origine et le développement
des méthodes en géométrie

* La dualité et "homographie

Rudolph CLAUSIUS
* O Théorie mécanique de la chaleur

Gaspard-Gustave CORIOLIS

* Théorie mathématique des effets du jeu de billard
suivie des deux célebres Mémoires

— Sur le principe des forces vives dans les mouvements
relatifs des machines

— Sur les équations du mouvement relatif des systémes
de corps

R. DELTHEIL & D. CAIRE
* Gi ie et Cc de g

René DESCARTES
* La Géométrie

Paul A.M. DIRAC
® Les principes de la Mécanique quantique

ENCYCLOPEDIE DES SCIENCES .
MATHEMATIQUES PURES ET APPLIQUEES
Tout ce qui a paru de I'édition francaise rédigée

et publiée d'aprés I’édition allemande sous la
direction de Jules MOLK.

® O Arithmétique et Algébre

® O Analyse

* O Géométrie

* O Mécanique

® O Physique

* O Géodésie et Topographie

* O Astronomie

* O Compléments

F. G.-M.

® O Exercices de géométrie

comprenant I’exposé des méthodes géométriques
et 2.000 questions résolues

» O Exercices de géométrie descriptive

Pierre FERMAT
® Précis des (Euvres mathématiques
et de I'Arithmétique de Diophante

Joseph FOURIER
© Théorie analytique de la chaleur

Maurice FRECHET
® Les espaces abstraits

Augustin FRESNEL
© Mémoire sur la diffraction de la lumiére

Evariste GALOIS

® (Euvres mathématiques

suivies de :

— Influence de Galois sur le développement
des mathématiques, par Sophus LIE

Félix R. GANTMACHER
* Théorie des matrices

Carl Friedrich GAUSS
® Recherches arithmétiques

Edouard GOURSAT
* Cours d’Analyse mathématique (3 tomes)

Jacques HADAMARD
® Legons de géométrie élémentaire (2 tomes)

Werner HEISENBERG
® Les principes physiques de la théorie des quanta

Hermann von HELMHOLTZ

® Optique physiologique (2 1omes)

® Théorie physiologique de la musique
David HILBERT

® Sur les pi
(Les 23 Problémes)
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